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Theorie der CtaamaOiiilLtleiieii^ 



Unter der unendliehen Meoge von Integralen , welche sich nicht 
durch die gewöhnlichen logarithmischen, trigonoineCriichen and cyUo- 
metrischen Funktionen ausdrücken lassen, findet sich eine grosse Reihe 
Ton solchen, deren Reduktion in letzter lostanz auf das heslimmte 

Integral 



fährt, in weichem fi eine ganz heliebige Grösse bezeichnet Da auch 
dieses Integral in vielen Fftllen nicht anders als durch eme unmdUche 
Reihe dargestellt werden kann, so bildet dasselbe eine eigne transscen- 
dente Funktion der Grösse welche als ein neuer Grundpfeiler der 
Integralredmung anzusehen ist Soll aber die Einftthnmg desselben Ton 
Nutzen sein, so wird es vor allen Dingen nöthig, die Eigenschaften jener 
Fuiiki-ioii III ihrem ganzen l in fange zu erforschen uaU dte au derselben 
sich darbietenden Aufgaben zu lösen, mit einem Wort: es muss eine 
Theorie jener Transscendenten gegeben werden, zu welcher dann uuch 
die Tafel ihrer Werthe für den praktischen Gebrauch hinzukomml. la 
dieser Weise bat zuerst Legenüre*) die Sache aufgefasst und eine 
Lösung der angedeuteten Probleme Tersucfat, aber soviel Scharfsinn er 
auch darauf verwendete, so ist es ihm doch nicht geglflckt, seiner 
Arbeit das Siegel der ToUendung aufzudrücken und einen durchweg 
direkten Gedankengang zu entdecken. Seit jener Zeit ist nun ?on 
mehreren tfichtigen Analytikern so Vieles fiir die Erweiterung und bessere 
1 

*) I>r-<rpndr(>: Tratte des fanctiotu eUtpttquea et des Integrale* 
Euler iennes turne Ii, 

ScUSiiülek, ätL*\yt. StnUmm. 1 
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Cap. I. 



BegrOndung der firagUehen Theorie getban worden , dass eine neue 
Beaiieituig derselben dn Erfordoniies des jeteigen Ziifttandes der ^VHeoen- 
schall itt siia scbeint. 



Die FunämmUUeigeMchaften tkr GammafimkUanen. 

Die Definition der GammafuiikUoii liegt in der Gleichung 

wobei redits das Zeichen F die Stelle eines Funktionsieichens verlriu, stau 
deren man dfler auch eine andere, Ton dieser wesentlich nicht verschie- 
dene giebl, welche man dadurch eriiftlt, dass man in dKUi beslimmten 

Jntegrale x^i^* setzt. Durch diese Substitution wird 

♦ 

m 

und wenn x die Werthe 1 und 0 angenommen hat, ist 2=0 und 
z == ac geworden, mithin 

oder, woin fluni In dem bestimnifeii Inlegrale recfals « IIBr s und filr 
die linke Sehe ibreo Werth aus (1) setzt 

J 0 

Diese zweite Form der Definition onserer lyansseendenten ist fikr 
manche Zwecke bequemer als die inent aal^estellte, namentlich kann 
man ana ihr mit der grOastea Leichtigkeit ehie Relation ableiten, welche 
swischen. und r[A + 1) statt findet ^ 

Man bat nlmlich, ^ + 1 för gesettt, *^ 
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Di« FundaiiiaDtaleigciisdiafteii der GanuMfoiiklioiMn. 8 

AiMtoeneits ist aber uacli der bekaunten Redukuoiisformei 
JwHbf=u Jvdx — Jdu Jväx 

folgbch wenn wir la dea GrftnMii Mr wachsende und abnehmend« x 
ftbergehen 

= (»=0) • (4) 

wobei sieb du ente Grtnzaeicben auf nnendfich wachsende, das zweit« 
auf anendUcfa abnehmende x bezieht Zur Bestimmung der geauclitea 
Grilnzen dienen nun folgende sehr einiaclie Betrachtungen. 

Wenn n eine beliebige positive ganze Zahl bedeutet , so ist immer, 
wie man kicht ans der Reihe lAr e* Andel 



m 

m X 
• > 



folglich 



und 



'1 > «-^ 

X 



* 1^—' 1 . 3 . 8 .... 9 

« 4P 



Ba hier die Zahl n beliebig galasaen ist, so kAonen wir dieselbe 
immer grosser als die Zahl fc nehmen, so dass n-^ posilir bleibt 

Wächst Dsm X bestindig so nimmt der Quotient - 



X 



nnanfhdriich bis itir Grenze Null ab. folglich nimmt auch x^' e 
ins Unendüche ab. Da aber dieser Ausdruck nicht uegativ werden 
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4. Cap. f. 

Icann, da x nur positire Werthe bekommt, so folgt, dass Tür uiiendlicli 
wachsende x 

Um. (ptr'^ = 0 

sein mfisse , mid hisrmit isl der Werth der ersten Limes in (3) be* 
slliiimt. 

Selzen wir femer voran«;, dass f.L eine positive Grösse bedeutet, 
so erlielll aiigeublickiicii , dass Air abncliraende x 

Um. {s? 9 *) =r 0 

sein müsse. Durch SubsUlution di^er Werthe gehl die Gleidiung (3) 
in die folgeade über: 

J j: e fix z:: ft J X € ax 
oder nacb (I) und (2) 

r(.« + i) = iur(^), (5> 

ivclclio Ilclalion aber mir für |iositivc ft gilt. 

Muiliplicirt man beiderseits mit + 1 und wendet Imks die Re- 
lation (ft) selbst wieder für fi l statt ^ an, so wird 

Il[« + 2) = (^+l)^/lG«), 

Durch Multiplikation mit ^ + 2 erhUt man hieraus , 
JK/« + 3) = + 2) (,* + 1 ) ^ n/u). 

Setzt luan dieses Verfahren der siiccessiven Mnliipiikatiun unbe- 

.siimnii weit fort, so erhält man leicht, wenn n eine positive ganze 
Zahl bedeutet 

+ n) = Cu + n -- + n- 2).. .(Ai + l)/*rCu). (6) 

Biese Gleichung enthfilt eines der wichtigsten Theoreme Ar die 
Gammafunktionen. Sehen wir sie ntadich als eine Reduktionsformei an, 
so geht aas ihr herror, dass man die Werthe der Funktion T überhaupt 
nur Ton t= 0 bis ^ = 1 su kennen bmucht, weil sich alte die Werths 

der Ftmktion in den Fidlen , wo die Veränderliche ein unicbter Bradi 

ist, leicla auf die \Verlhe solcher Funktionen reduziren lassen, in 

denen die Veränderliche acht gebrochen ist. So wire z. B. für f<=:-^ 

r 2 it — 1 2 « — 3 3 1 1 
n«+ ^ g— TC^). (7) 
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Die FuodaineDtai«igen«diafleii der Gammafiiiiktioiieii. 8 

Kiiie Tafel firr tlic Gamnialuiikliuu braucht also mir die WerÜie zu 
umfassen, welche dem Intervalle ^< =: 0 bis =: 1 entsprechen. 

Bei der ^Vicbligkeit des obigen Tbeorenies diirfle es wübl uidil 
überflüssig sein, noch eiaen zweiten, aur ganz andern Prinzipien be- 
ruhenden Beweis desselben su geben. Setzt man in der Gleicbnng (3) 
j?r=rr, wobei r eine Constanto, x die neue Veranderlidie bedeotet, so 

oc 0 

wird tlxzzzrdz^ die iiiauzeu für z werden — und — d. h. wieder 

r r 

«e und 0, nulbin ist: 
oder nadi Division mit i^, 

• 7. ' • '''=^- (») 

Aus dieser Gleichung folgt durch nmalige partielle Differenziation 
nach r, *) 



*) Die Dillcrenziation unter dem Integralzeichen oder yiiv luan sie aiirh 
nennt, die Variation der arbiträreo Coustanten eiues bestiuimtea Integrales ijiiilet 



eines der voniglidtslen Mittel nu ans eiaen besttainten Integrale 
andere Integrale absalekten ind bembt anf folgmden SeUassen. Sei 

y «) rf« = 9(0 CA) 

so ist ancb, wenn a ein TOllig wilUüIhrlielies Inltrement des r bexeiclinet and 
die Inlegratlonsgrfauen nicht von r abhängen 

Difidirl aan die Differenz beider Gleiebnngen dnrch was als eonstant Ar 
die Integration gilt, so wird 

r* f(r + d. i) -/(r, z) ^ yCr + 3) -yCr) 
9/ m d i 

nnd hier bann man aaf der linken Seite statt des Qaotlenien aater den Integral- 
aelehen aacb /^(r«s)*f • setzen, wobei /^(«"»s) den partiell naeh r genonme- 

aen Difemzialfneiienten nnd • eine Grosse bexelcbnet, welebe so foa d ab' 
hingt, dass sie aiit # glelebieltig bis znr Grinze Null abniamL Bs wird daan 
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Findet bu dtr Fall ftttt, dam ffir mitiidllcb Udn wtrdende d aielit nr 

L»m, «=0 sondern am Ii Lim. f tdz=0 ist f«iis aus jener Eigenschaft de» 

0 ^ar nirht M^rt), go erhalt man durch Uebergaog zur Griuze für eia gegen 

die i^uli coavergircndcs d 

wobei dto KUuMBera in der zweiten Fem den Differeasiaiqaotienteii ali eines 
ptttlelles lieMlebnen. DI« DIffereuialfa« der Gtelchmg (f) geieUelit alio aaf 
der linken Seite unter des Intogniseiohen, wenn die TOrtin aosgeiprocliene 
Bediagnng eriaut iet — Bast fibtfgena fwar Mdm. «nO, dagegen aber 

' JAm.J^%iM Ton NnU Tencbleden oder ilbetbanpt gar nlcbt angebbar aela 

kann, siebt man leiebt an Beispielen. Das elnfbahste der Art bietet der Fall 
dar. In welchem e kein x enthält und lasco igt; es wird dann jenes Integral 

^t(tei — a) folglich sein Gränzwcrth =0.x nnd hioryon lässt sich der wahre 
Werth i^ar nicht anflehen, oder er Ist TöUig willkulirlich, weil der abnehmende 
faJLtor f and der zanchmcndc b von einander unabhängig sind. Das irag- 
IMm Predakt eriillt erst dann ein« besUnwte, nit H&lfo der Dlffereniialcecbnnng 
•Bgebbare Bedenlnng, wenn aun « nnd h als Fnnktlonen einer diUtwi GtMse 

ansiebt ^ andeies Beispiel wtre etwa /(r,«) = üll* «IdUn 

, . ff* »in rx . 

Horaufi man nicht 

^* (r) = / co»r*i* 
folgern dnril Naeb de« Taylorsebea Satte ist ninlieb 

wobei X zwiscken 0 nnd 1 liegt Diese glebt in nnseresi Fnlie 

d 



y* *d*=— ~y xtinCn+ldMjiz 



and da das Integral rechts unendlich gross wird , so darf man die Variation 
narh r nirht ausfuhren wollen. — In der vorliegenden f>(hrirt sind übrigens 
die Ausnahraefalle bemerkt, da sonst dio Anwendung des bis zum zweiten Gliede 
genommenen Tajlorschen Satzes hinreicht, um siiA von der ReAtsi&ssigkett 
der DiisrenslatlOB n abeneagea. 
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Die FundameDtalein^eoacttaUeii der iiamualuaktioneo. 
oder * 



oder 



ISacU (8) ist aLer ^< 4- n für /4 gesetzt 

Vergleicliea wir Diess mit dem Vorigeo, so ergiebt sich sofort 

ro.i+ii)=<«(^+i)(^+2)....(^+i»_i)r&i) (10) 

und IKess ist das Nimlidie wie die Crleidiung (6). 

Als spezieller Fall ist noch der Werth ^=1 von Interesse. Man 
hat jdami » 



folglich 

oder 

und nadi (8) 



r(n+l) = I.2.3....n 
r(ii)=1.2.3....(ii — 1) (II) 

r-V-&=:^'^-^-;<""^. (12) 

Man kann die Gleichungen (10) und (11) noch von einem anderen 
Gesichtspunkte aus betrachten, als es bisher geschah. Unter den ver- 
schiedenen Funktionen nämUcb, welche man in den Kreis der Analysis 
gelogen hat, befindet sich auch die sogenannte Pak tori eile oder 
Fakultät. Es ist diess eine Funktion iweier Veränderlichen, deren 
Definition durch, die Gleichung 

fit*, »0 = + 1) (^1 + 2) ... + «-1) 
gegebeu ist, wobei man i* die Grundzahl oder Wurzel, » den 
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8 



Ca|>. I. 



Grad oder Ex|ioiieDteii der FakullAt nennen kann. Vergleichen wir 
die obige Definition mit der Gleichung (10), so folgt 



Man siclit Tilorans, dass durch eine Theorie der Gammariinktionnn 
fugleich auch die Theorie der FakulUten gegeben ist, indem beide mit 
einander auf das Innigste tiisammenhSngen. 



i« 2. 

Eine zweite, nicht minder wichtige Eigenschaft der Gammafunktionen 
ergiebt sich durch folgende Rechnung. Es ist, wenn wir in der 
Gleichung (8) l-f'*' Ar r und /u=x|y + 9r Selxen 

mithin durch beiderseitige Multiplikation mit /^ dr and Integration nach 

r zwischen den Gränzen r=0 und r=:Qe, 

r dr z e dt=zlip + q) , (I) 

Auf der linken Seilt- lässt sich aber die Ordnung der beiden Inte- 
gralionen umkehren*); inlegrireu wir daher zuerst nach r, so ergiebt 
• sich für die linke Seite 

Ix 0 dx I r e dr=: I : e di, — 



*) 0ie Befagnisg dazu beruht aaf fuigcndcn Schlüssen. 
8eUt «an ia der Gleiekug (B) der vorigen Note fir 7(r) Minen YTerth 
aas (A) io ist 
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Die FundaneDtaleigeoscbafteo der Gammafuoktioneo. 
Wir haben miUiiii nach (1) 



folglich dveli MnlttplihatfoB lüt 4r onil Intogiitleii udi r swiiidkai den 
Griuflii r«a« r«^ 



Setzen wir 



se wird 
relgUch 



Sabelilairai irir die Gleichungen (B) nnd (G) in (A) 80 wird 

malt befffeHn liS, da» M ia cineM bestimmten Doppeiintegral die Ordnang 
der htegratioiiea aadteiurca lieit Man darf jedocb niebt verganen, dass lüer 
die Gültigkall der IMffereailallen naeh r postaliit, abo dai Slattftndw der 
Gieiobaag 

LiM.y^tdKattO (D) 

Toraa«geset2t worden ist, wobei 

war. Nacli den Tajrioraoiien SaUe ksam man dafür aaeh 
oder wagen (B) 

•flbraibea. Dia MIagiag (D) gebt dann In die folgenda ttw 

Lim. d y V^(r+id,«)d»«0 
Ibar, ^n Stallliulan odsr Nieblalattladaa auitlciia leMt an antaebaidea itt 
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Cap. I. 



uder 



eiue bclir bemerkenswerlhc Helalion. 

Das Integral auf der linken Seite lässt sicli noch in eine andere 
Form bringen, wenn man es unter folgender Gestalt darstellt 



1 rfr 



und nun j-^^ = x seUL Es folgt daraus = 1 — j: und ä» 

j wenn feruci' r= ce und r=:0 geworden ist, bat ^ die 



Weilhe 1 uj»d 0 angenommen, iolgiich geht das Integral üIkt in 
und es ist nach (3) auch 

L^gendre nennt Integrale ton der Form des vorstehenden Euler - 
sehe Integrale erster Art, die fiammafonktionen dagegen Eo)er> 
sehe Integrale zweiter Art; die obige Gleichung giebt also 
eine Reduktionsformel, durch welche die Integrale erster Art auf die 
der zweiten zurftckgelllhrt werden, so dass es «nur darauf ankommt, 
eine Theorie der letzteren zu entwickeln, wenn man die der ersten 
erhalten will*). 



*) In seinen Legoiu de calcui differentiel et de calcul intägral tom€ ii 
page 82 sagt Moigno: »M. L^geadre a ddBlgnd loat le tton d'iiit^grale Eal^ 
rieuae de aeeoade esp^ce, et M. Binct a piopoB^ de r^iesenter par la aolattoa 

B (a, b) rint<igrale diflnu \l - xf~^ds. II eiisto ans ritotloa iwmt- 

quable entre eette Integrale et Tint^grale EnlMeaae de prenri^re etptoe r(ß) 

^ f ^x^^t^^ix. etc.' Hier vcnvetliscll Moiejnu die beiden Arten mit ein- 
ander^ «o wenig er Indessen hivlorisch Redil hat, so praktisoli schelat MiMS 
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Die FttDiiainentaldgeiisdiaftco der GamiaafooktiMMn. 11 

Aus dar Gleichung (3) ist ersichtlich, dass maa eine Relation 
zwischen drei Gammafuiikliüiieii crii iIi« u konnte, wenn man für irgend 
weiche Werthe von p und 9^ im Staude wäre, den Werth des hniis 
stebenden Integrales unabhängig von der Theorie der Gammafunktionen 
selbst zu entwickeln. In der That ist diess in einem Falle möglich, 
wenn nlmlicli p und 9 sieh sur Einheit ergänzen, wenn also etwa 
j»=f#, q^l^fi mithin r<p + 9) ^ l ist Man liat dann 

ro')ni-ri=f/^ (5) 

and hier Usst sich der Werth des rechts slehendan btQgralas auf fol- 
gende Weise finden. 
£b ist sonScbst: 




SeUt man im ersten Integrale jc^z, im zweiten x;= — , so 

ändert sich das erste nicht, im zweiten dagegen ist da=z — ^ und 

z 

1 

s=: — ; wenn daher x die Werthe « = ob und «ssl angenommen 
hat, ist entsprechend s=;6 und z=l geworden. Es wird daher 

i+* ^J* i+* 

iSuii bestellt aber belianntlicli die identische Gleichung: 
1 , 2 3 , , »_i « 1 . ( — 



Terminologie zu sein; man steigt dabei vom Kiiilatherrn zum ZusiunineBi^etz- 
tcren auf and da es viele Fälle giebt, in welchen sich ü ^a, bj durch elliptische 
FankUoiiea aasdrfickea listt, so gewinnt man aaeh von dieser Seite her, einen 
zwar Diitergeei>4nelen, aber doch natfiilidien Kingaag in das Gebiet Jeuer 
Transeendenlea. 
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12 Cap. I. 

Substiluiren wir dieselbe io jedem unserer iuiegraie , so eriiallen 
wir leidit: 

= 



bt na |t MB potitim icfat«r Bnidi, sa findet rieh hierau» 

X 



T c% i " — •••••» T 



n 'i 

odtr wenn man je zwei unter einander Btehende Glieder Tereinigt 



sv^»+a*_^» 

Da man hier die positive ganze Zahl n so gross nehmen darf, als 
will» so kann man sie immer &o nehmen, dass sie also n — /v. 
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Di« SMbiMDlalti^iiiscIiifteD der GannafimkHoiMO. 13 

folglich ebenso n-^fi — 1 positiv ist, wozu nur gehört, dass man 
n wenigstens = 1 nehme. Dann stehen die beiden leisten Integrale 
nnter der gemeinschafUichen Form: 



z dz 



. 1+' 

worin m eine posiUre Grösse bezeiefanet Es ist nicht schwer, den Werth 

dieses Integrales in zwd Gränzen einzuschhessen , welche nicht mehr 
unter der Form von Integralen ei scheinen. Wenn nämlich z das Inter- 
vall 0 bis 1 durchläuft, wie es durch die obige bestimmte Integration 

geboten wird, ao ninunt der Brach von y^Tö ^ ^ l 

beständig ah und hat den Werth 1 zum Maximum (higp^^m den ^V(Tlh 
i zum Minimum. £s ist daher für das ganze Intervall der Integration 

1 — posiüv, y — negativ. 

Mithin ist aueh 

woraus man findet 



oder 



1 ^ rTdz 1 



Hieraus ist n. A. erstditildi, dass das Integral In der Mitte (Hr 
nnbegitet wadisende m sieb der Noll nähert, weil dless mit den 
beiden Grössen selbst der Fall ist, zwischen denen sein Werth liegt. 

Dieses Resultat kfinnen wir für die Gleichung (6) benutzen, wenn 
wir in derselben die Zahl «, hcIcUc zugleich die Gliederanzahl der dort 
vorkümmenden Reihe ist, ins Unendliche wachsen lassen wollen. Setzen 
wir nämlich erst n-f-f«— 1 und dann 71 — /u=rm, so ist in jedem 
Falle m eine Grösse, welche gieicbzeiüg mit it ins ünendliche wächst, 
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14 Cip. t 

uad TUkoh üem vorigeu Satze nähern sich nun beide auf der recliten 
Seile io (6) vorkommende Integrale bü nendiicb wachsenden » der 
Grftaxe NulL Ausserdem ist aoch 

n — /B 

und die endliche ngliedhge Reihe wird ]eUl zur unendlichen. 
Wir crtialteD mithin aus (6) 



dm 



= - + 111 i-„-r-^-. + ;3 i- «» «'^• 

Nach einem bekannten Satze ist aber ifie Summe der Torstebenta 
Reihe csji DMec^n, mitbin haben wir 

f\^. ^,l>,.>0. (7) 
und folgÜdi nacb (5) 

Der Satz» welcher hierin ausgesprochen hegt, dass nämlich das 
Produkt zweier Gammafunktionen, deren Veränderiidie sich zur Einheit 
erglnien, durch eine trigonometrische Funktion ausgedrückt werden 
kann, ist einer der wichtigsten m unserer Theorie und reich an Folge» 
rungen, von denen die Xolgenden anter die bemerkenswertbesten ge- 
boren. 

Fflr I» = 4 crgiebt sich aus (8) 

ini)T = n milbin r (4) = /5" (») 

und nach (7) 

+ 4) = ^'3.6....^.(2n~I)^^ ^j^j 

Hiervon lassen sich sogieicb AnwendtiuKon machen. Setzt man 
z. ß. in der Gleichung (4) /; = n + ^ , v = | , so wird 
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[>ie Fuutlaiiteiitali'igeftödiulleu dar (yamnialuukiiunen. 15 

f ^^ll ju — '^Td) __ l.:t.5 {'In -l)/n 

J.yTT^H " " 2M.2.3 n 

oder wenn man links x = z^ setzt und mit 2 beiderseits dividirft 

f ' i^Vz 1.3.5 C^n— 1) 

•^./W"" 2.4.6.. ..(2») 2 

SetsI iDtfi dagegen in (4) p=ft+l, so wird 

/<ig _ r(ii+i)r(^) _ 2'^\i.2.3...n./ir 

und ffCBQ man wieder mssi? setxt und nit 2 dividirl 

dl _ 2.4.6 (2it) 

IKe «wei auf dieae Weise eiiialtcnen Formela (11) und (12) lassen 
sicli flbrigens auch auf anderem Wege, namendtcb durch Reduklions- 
A^rmeltt entwickeln. 



S- 3. 

Aus (Irr (üoirlnmL' (0) kann man iinrh durch folgenden Kunstgriff 
eine mleressanle Ligeuscliati der Ganunatuiikliouen abiciiiu. Man setze 

der Reihe nach für ^ die Brüche 2-, ^^^^ ^, in denen 

71 n n n 

n eine positife ganze Zahl hedeutet, so ist: 

na — n 
n 

jut — n 
n 
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16 ' Cap. L 



n 



n 



Multiplizirt man alle dies« Gleichungen mit einander, so ergiebt 
sich leicht dorcii die fiemerkmig, das« di« iweite Yertikilrahe links 
dieselbe ist wie die erste, nur in umgekehrter Ordinmg gcsdirieben, 

_ [(1) 

sm — 71 iiH — n $m — n sin n «n » 

n n n n n 

■ 

& ist aber nidit schwer deD Werth des Im Nenner stehenden 
Produkts nnahh^tigtg Ten der Theorie der Csmmaftinhtionen aoCraffaiden, 
Bienu dient folgende Betraditong. 

Zuvüriierst i&t überhaupt 

Wenden wir diesen Satz für m=:l, 2, 3, ... n — 1 an und mal- 
tifdizirea alle so enUiebenden Gleichungen, so wird 

JM "~ >t Smm ■"^ II «II Ä • • • • ■ JtK M JM — — IC 

fl II « »II 

_ . II -1 .11-2 . n-3 .2 .1 

2ii 2« 2« » » 
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Die FuoJamentaleigeiMcbaKeu der Gaiuniafuiiktiorien. 17 

.1 .3 .3 ^ w-2 ^ 

n n n n n r 

_o«-ir. 1.2.3 ^ n-2 . n— 1 .4^^^ 

Es kommt also blos darauf an, den Werth des zweiten Produktes 
aubufinden. 

Null hat mau abur für jedes posilive ganze und gerade m 

♦ 

tm mx 

= It - - ^ ^=KiSS5=^''-- 

1.2.3....(«-1) "» •'J 

oder durch Mullipükaüon mit ^ ^ und umgekehrte Anordnung 



der Reihe 



(— 1)" 9kimx 



~ 1.2.3 ... 

.... 1- ^ — — — l) M. 

Es ist ferner durch Zerlegung 

m(m^-~2*)(m*-4*) ( m* — "TIT^ *; , 

1.2.3 . . . V (w - 1) 

_ Mt(m^2)(iii + 2)(m~-4)(yii + 4) .... (m — ^TITl) (w »T^ ) 

1.2.3 .... (m— 1) 

(m— 2) (>n-4) Cm~6) ... 4.a.m(i«+a)(m+4)(m+6) ...(2m~g) 

I.3.3. ..... (w— 1) 

'2.4.6 {m - 2) m(m + 2) (2»i — 2) «lu-l - 

1.2.3 .... (m — 1) 
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und (iiess i»l der Coeffizicnt von sin x in der obigen Gleichtmg. 
Durch Division mit ciemseli^ei) gebt sie in die folgende über 



«Im X — ^9air~^ X -4- ^x 



. . -H (—1)' A tin x + — - 



2 3 

= -^1. 

irorin ^^^i^* **** \ Abkürzung Hkr die CoeflQzientett ge- 

braachl worden sind. Die Torstehende Gleichang lltst stell aber auch 
aU eine algeliraisdie ansehen, in welcher m^2 der Grad und «md? 
die Unbekannte ist, wenn man nämlich die rechte Seite i^eich Noll setst 
Dies» geschiebt t. 9. durch die Werihe 



2n Xn 6n m — ^n 

— 2m 2m 2m 2m 



^ _ l!l _ ^ m — 2i« 

2m' 2m' 2m' "** 2m 

deren Anzahl m— 2 beträgt. Für alle diese ist 



*l« a?— ^^4«« + + — = 0 (3) 

2 



und folgUefa sind mit anderen Worten die m— 2 Grössen 



««2» . in . m — 2ir 



2m 2m 2m 

die m — 2 Warsein der algebraischen Gleichung (3). Nach einem 
bekannten Satze von den Gleichungen ist nun das letzte Glied in (3) 
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m 



das Prudukt aiier Wurzeln, niiüun weil rechts - . .... ^. Faklorea 

(-1) 



- (-1) [«n ^ »» .... * -55^ J . 

Setzt man die gerade Zahl m=2» und bemerkt, dass (—l)**^^ 
s= ist, 80 ergiebt sich 

(.1 .2 .3 ^M-2|^ n 

. 2it 2r 2fi TiT J 2 

womit das fragliche Produkl in (2) gefimdeii ist Man hat jetat 
Dach (2) 



Hü II ft 2*—* 

und dordi Snbstilution dieses Werthes in (I) 

ni) ni) ^C-=^) = <*> 

ein zuerst von Euler entdecktes Resultat 



Cap. II. 

Die AdMum will üfiill^IctoMm OmmafünkiUmen. 

Wenn eine Funktion ihrer Natur nach gegeben ist, so lässt sich 
ittiBaer fdgande aUgeneineAuigahe stellen: es st^i in f(pe) einmal x=a 
und dann wie muss man mm die Grösse c wihlen, damit 
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f{e) =f(a) + f{^) werde? Diese Aufgabe, welcbe man die der Addition 
gegebener Funktionen nennt, kdnn bei manchen Funktionen auf grosse 
Schwierigkeiten führen, in so fem zur Bestimmung der Unbekannten c 
vielleicht höhere algebraische oder transscendente Gleichungen etc. auf- 
gelöst werden müssen. Dagegen glückt es hftufig» die gestellte Forderung 
zu erfüllen» wenn unter den gegebenen Grössen a, ö, oder wie viel 
ihrer sonst sein mögen, eine bekannte Relation oder eine Rekursions- 
skale statt findet, und wenn ausserdem noch die Grössen /(a), f(b) etc. 
Tor ihrer Addition mit gewissen constanten Coeflizienten multiplizirt 
werden. Das Binomiallheorem giebt hiervon einen eialoclicn i^<li. Ue- 

zeichnen wir nämlich s mit f ß^tiO, so ist im Allgemeinen die Summe 
der Reihe 

^/(*. «) + A^. 6) + C'A«, c) + ... + i\7(jr, «) 

niclit wieder durch die Funktion f darstollbar, so dass dieselbe ehva 
— A?» ") wäre, worin § und a aus x und «, f*, ... n zu bejjtnnmen 
w&ren; in dem Falle aber, wo a = 0, 6=1, cz=2, ... n=ft, = 

B^-j-* ~T~^^ ^"'^^ Binomiallheorem 

^(1 + n) = A«» 0) + y A«. 1) + T?r"^ A*. 2) + .,.. + fix, n). 

Es wäre nnn m versiichch, ob man nicht vielieicht ni dieser Weise 
das Problem der Addition der Ganmufunklioncn losen und für dieselben 
einen Satz aufstellen kannte, der hier den Platz ausfällte, welchen in 
der Potenzentheorie das Binomialtheorem einnimmt. Es soll Diess durch 
die folgenden Untersuchungen geschehen. 

Nach einem bekannten Satze ist flir jeden beliebigen Bogen ti und 
ein ungerades n 

cos nu 

wobei die Reibe so weit fortgesetzt wird, bis sie von selbst abbricht. 
Nimmt man » = / — 1 far, so wird 
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«"""=3-1.' +• J=yl^ +?] 

Führt man diese Wcrlbe ein uod zerlegt lugleich die Differenzen 
» 1 , » — 3 , elc. in ProdakCe, so ergiebt sich: 

(ti-h3)(ii^ l) (>i-l) («-3) /^, Ix* 1 
2.4.GT8 V* — — ; 

Seilt man die ungerade Zahl m 2 m -|- 1 unli dividirt betderseils 
mit d?» so wird noch 

1 



wo nun m jede beliebige positire Zahl bedeuten kann. Zuf^eicb woNen 
wir Sur AbbArzung: 

=:l, üf r=— if^=: 1.2.3.4 

setzen, so dass 

2«* _L. !___ 

SC 

= (• +K) K + « + + ] 



ist. Diese Gleichung giebl, wenn mau sie mit 
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fit 

mulUpliiirt mid swischen dea Giinsen «=0 und integrirt: 




Hier lassen sich nun die Werthe sämmilicher Integrale nacli etoigoi 
kleinen Uetluktionm mit Hülfe der (iaiimiaruiiLiionen ausdrücken. 

L SeUt man in üem ersten Integrale Imks a:z=y^ im zweiten 

X ss-^r 80 indert tidi das er»te der Form nadi niebt, filr das sweite 
wird ds^--^-^ folglich ^;i„^2 = — y » wenn ferner x die Werthe 

0 und 1 angenommen hat, ist ^ == 4r i° ^ ^ übergegangen. Die 
Blüte Seite Ton (3) ist also 
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Da hier beide Ihlegrale die oikiiiljche DifferenziaUbmiel eolhaHen 
und nur in den Grfinzen f^vdueden siod, so kann maa sie nadi den 

Satze 

JjiS) dy + f^m dy = £mdy 
in ein ein»^ nuammenzieben , nSndich in das fdgende: 



Setzen wir noch y »r, also 4jf dyssidr und y^r\ so 
unser Integral Aber in 



dessen Werth sich nach Formei (3) §. 2 ermitteln Idsst, wenn man 

dort /I — l = J(^ + w— 1), p4-« = f*4-i folglich — -j^ 

und 9= ^ 2 ^ eifaSlt so:- 



2 

4 

als Werth der hnken Seite in (3). 

n. Die Integrale auf der recfateo Seite in (3) stehen sSmrotlicb- 
unter der folgenden aUgemeinen Form: 
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aus welcher man sie erbiUt, wenn man der Reihe nach «sO, 1» 2, 3 etc. 

1 da; 
setzU Nimmt mau noch — — a: = s, so wird =- — «ia; = oder 

(i dxs=—dzi wenn ferner jc die Werthe 1 und 0 angenommen 

hat, ist entsprechend 2 = 0 iiiul z=(*> geworden. Durch diese Sub- 
stituliuneii nimmt unser Integral die folgende Form an: 

aus welcher lÜr sa/Sr entspringt 



2* i T ^ dr 



d. i. nach Formel (3) §. 2 fär p — 1 =« ~ p + 9="^« + i 
psfi4*^ und — « 

r(n-H)r(^-«) 

Nehmen wir hierin nsO, 1* ^« ^ «to. so erfaaicen wir die 

Wertbe der einzelnen in (3) auf der rechten Seite forkommenden Inte- 
grale; Selzen wir auch für die Unke Seite ihren unler Nr. (4) ge- 
fuudcucQ Werth, so ist jetzt nach beiderseitiger Üebuug uiiL i\^-i-^), 



Digitized by Google 
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FQhrt man die Werllie von Jlf , M^, itf etc. aus der Glelchang (1) 
ein and crmneit eich, dau 

. ix*)=/;r.r(|)=4/:.r(i,= y/^.u. 

iit, ao eriiilt man nach beiderseitiger Mulliplikation mit das Re- 
sullat in folgender Gesialt: 

— r-/ V . rv IX . (m-f2)(m+l)m(m^l) , 
s=iU<)H 2 — f74 r(/4~2)+ .,..] 



(5) 



Will man Gammafimktionen ausscbVesacn, deren VeränderUche 
oegatir ist, so muss man fi'^m nehmen. Es wird dann auch auf 
der rechten Seite keine der Grössen §i — 1, f» — 2» .... etc* negativ, 
well die Reihe mit dem Gliede 



(m + w) (m-^m — l) .... (m — m-1) . 
2.4.6 .... (2;/ö " -^V*— 

abbricht, indem die darauf folgenden den Faktor m — m<^() eni- 
lialten. 

Als spetielier Fali ist der Werth in=0 yon Interesse. Man findet 
nimiieb 



oder 3^ CBr gesetst 



2'^ 



Dividirt mau mit beiden Seiten in T^/i) so erhält man noch 
wofon wir nachher Gebrauch machen werden. 

2* 
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f. 5. 

Es iässt sicli durch ein Verfahren, das mit dem im vorigen Para- 
graphen benutzten viel Aehnlicbkeit hat, leicht noch ein zweites Theorem 
über die Gammafunktiouen ableiten, welches im Allgemeinen von der 
Form des in Nr. (5) ist, nur mit dem Unterschiede, dass rechts statt 
der einzelnen Funktionen r(^), r(f»— I) etc. die Quotienten je zweier 
Funktionen stehen, in denen die YerinderiiGhett jedesmal am den 
Bruch ^ differiren. 

Man hat bekanntlich f&r jede ungerade Zahl ii und einen bdiehigeii 
Bogen u die deichung: 

( — 1) * cos nii 

« 

n «fn* — 1 ) ^ , n(n* — 1 ) (»* — 3*) ? 
= T*"'' nfTJ-'""^ 1.8. 3.4. > 

oder 

^ — cofn« 

n 

= ««'«-—273— " +-^^2T3T4T6^^^ '''' « — 

Setzt man hierin ussyf — lir und ttss2m+lt wo nun m jede 
beliebige positire ganse Zahl bedeuten kann, so oihilt man leicht 

2m4-l r ^ "^ÄÄ+U , 

- ;r > Or V + 2737475 ^'^x> 

Selzen wir noch zur Abkürzung 

und dividircu in jener Gieiclmng durchgängig mit x, so erhalten wir 
Folgendes; 
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S7 



Dmm Gleidnmg werde ima mit 



mnltipliiirt und dareiif iwisdien den Gränzen «aO und xssl iute- 
grirt Es ist dann 



(-1) 
2m+l 



1 



•I I *• / , 



uiid Im rill lassen sich die Wcrlhe säiamtlK her Integrale nach einigen 
Reduktionen uiU Hülfe der Gammafunktioncn angeben. 

1. Settt man in dem ersten Integrale links «=j|f> im iweiten 
jrs*^, so ändert jenes seine Form nicht, dagegen wir4 Ar dieses 

9 



dx 



und wenn x die Werllie 0 und 1 angenommen hat, ist 



lf = *^ in OD und 1 Qbergegangen. Die 

Integrale sind demnach: 



in Parenthese stehenden 
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oder wenn man beide lolegrale in ein einziges znsammeniicbt 



~ 2 I , 2.«+' 



Setzt man noch y^—r, uudurcb sich die Gräazcn niclit ändern 
und 2jfdi/ssr wird, so geht das lutegral über in 

+1) r(A*— m) 



urie man leicht aus der Gleichung (3) in §.3 lür p — 1 = ^ + m und 
p 4. 2/4 + 1 Die linke Seite der Gleichung (2) hat dem- 

nach den Werfli: 

(-ir 1^ r(/.i+m -f i)r(;i— m) ^ . .-v 

2i«+l 2 /'(2#4+l) ^ ' 

11. Die Intograle aul d<T rechten äeito der Gleichung (2) stehen 
anter der gemeiaschafüichen Forin: 



d4K 

.a«<4'i 



Digitized by Google 



Die Addition und Aluitipliication d«r Gamitiatufiktioneo. . 80 
aus welcher sie der Reihe nach für iisO, 1, 2, herrorgeheii. Be- 
merkl man nodi, dass (a? + — ) =s 4 + (jf miOuu » + 

= [4 + (j; — — ) j ist , 80 kann man das obige Integral auch in 
lolgeiider Form darstellen: 



^ 



Setzt man hier — — ;r = z, so wird «tt? ä — ife, nnd 

wt-nn X (licWtMlIie 1 und 0 angenomnieii bat, ist enlsprcchend z = 0 
und z = Gc geworden. Durch diese Substitution gebt das Integral 
über iu: 

woraus sich für z'=s2/7" ergiebt 

Setzt man nun lur die linke Seite in (2) ihren Werth aus (3) 
und in dem vorliegenden Integrale der Reibe nach «sO» 1, 2, 3, ... 
so hat man 

(— 1)*" l_ rpi+m+l) rp«— m) 
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ote vinndge der Werth« toh ilf^, Jtf^, iV, etc. in (1) 

(-ijV^ ror+ ro^— m) 

n^) (w+l)m 2*r(i4 — 1) 



— ro»+4) 2.3 ro4-i+i) 

(m4-2) (m-hl jm(m-l) 2^* ^{^ — 2) 
+ 2.3.4.5 ' r(^— 

wobei noch /«^m sein rouBS, wenn man solche Gaminafunhtioneo 

m 

ausscbliessen will , deren Veränderliche negativ sind. Man kann diesem 

Theoreme auch noch eine andere Gestalt gi-ben. Nnch Nr. (7) im 
Tongen rarägra|)heii it»t «ämiich wenn uiau ^ — n für seUi 

r{n — w) 

und hiemach erhalt man nach (4) 

nnd dies ist jetzt der Werth der Form, unter welcher alle Integrale 
in (2) stehen. Es wird daher für nsO, 1, 2, 3, ... aus der 
Gleichung (2) 

■ 

IM 



(-1) 1 r(^+ m + l) Vitium) 
2iii+l* 2 i (2/4+1) 



= T l^« 7(27) « r(2^-2) ^ ^. r(2 ^-4) ^ 

oder i 

2/«+l' 1(2^4-1) Lft) 

(w-H)w Ty^)* (m4-2) (w+l)m( w— 1) /Xn~a)* V 
— /'(i/u) 2.3 *'r(2^-2)'*" 2.3.4.5 1X2^—4) 
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wo wieder ^ ^ m teiii inuss, wenn keine der Grtasen f« — 1, #• ~ 3, 
|ft — 3 eie. negativ werden eoU. 



6. 

In fthnliclier Weise, wie wir das Problem der Addition der Gammt- 
funlrtionen gestellt hatten, können wir auch die Hnltiplikation derselben 
Teriangen. Wir haben in der That schon eine Relation kennen gelernt, 
welche zeigte, wie das Produkt einer Partie Ton Gammafuiktionen 
wieder durch ehie Gommafmiktion ausgedrfickt werden kann, voraus- 
gesetzt, dass unter den YerSnderlichen in den Faktoren eine gewisse 
Rekursion stattfindet. Es war diess die Gleichung (4) in §. 3. Die- 
selbe bildet aber nur einen speziellen Fall eines allgemeineren Tbeore- 

mes, wonach das Produkt 
« 

worin fi beliebig, n eine positive ganze ZaU ist, durch eine ehndge 

Gammafunktion dargestellt werden kann. Bevor wir aber die Ableitung 

desselben geben, müssen wir erst noch einige audcre Betrachtungen 

anstellen, welche die Terwandlung von m ehi bestimmtet In- 

tegral tum Zwecke haben. 
Wenn man die Gleichung 



f. 



t u 



mit im mnltipfinrt und zwischen den GrSnzen »s:«, n^fi integrirt, 
so ist 



(1) 



kehrt man aber links die Ordnung der Integration um, so ist das 
Doppelintegral auch gleich 



(3) 
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md mhbin iMben wir dorcb Ver^dcbaDg tod (1) md (2) 

also I. B. fiir , a = l 

« 

woTOD wir sogleich Gebrauch oiacheii werdeo. 

DilTerenziirl uiau die Gieiciiung 

nach u und bezeichnet 'I£j^ kurz mit r'0<)> so ^ 

und wenn man darin die Gietchmig (3) sobtülnirt 

oder dordh Integration der einzelnen Glieder 

ri^)=J^ X e dxj^ ~e -J^ X « ''^Xt* • 

In dem ersten Doppclintcgralc kommt bei der iutegralion nach t 
kein X vor; das Doppclinicgral Terwandell sich daher in ein blosea 
Produkt zweier Integrale und ist 

- . , dt -* 

Im ziT^eiten Doppclintcgralc lässt sich die Integrationsordnung um- 
kehren, so dass man zuerst nach x integrirt, wodurch man erhält 
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Hierdiirdi geht die Qeichiiiig (4) in die folgende über 

voraub sieb unter der Bemerliuug, dass ^j^} igt, leicht 

jro«) äfi ' 

die Fonnel ergiebt: 

du J t / V w 

Diese Gleichung ist noch vmn heiiicrlLeuswertliea Transfomurtioii 
iatiig. Man Jiaou nanilich ideülisch setzen 

dl». j 

= ["'Iii'- r-!ii-+ 

iodcm sich das zweite Intogral gegen das erste ans der JVireiiihese 
culspriii^ende hebU ilierlu-i 9.\m\ tiie zwei eisU-n Integrale von 
frei, bilden also eine Conslante, deren Werth sich leicht dadurch be- 
stimmen )äss(, dass man die Integrale selbst als die Gränzen betrachtet, 
denen sich die Ausdrücite 

fdi—t ^ r dt 

für wachsende n nifaem. Nnn ist aber, wenn man für <r ' die gleich- 

111 
gelteade immer couvergente Reihe setzt und J^^^ "jj 1+ * 

zerlegt, 

■ 
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r" dt 

ffierbei Iwbl sieb das Inlegr«! ' j — und es bleibt redMs nach 
gescbebeaer InlegratioD noch äbrig 

^ 1 • T + y 1:2— T* r2T3 + + + 

r 

r 1 n , 1 n* 1 n 1 1/1 • ^ \ 

= /i.-Y j- + Y' 1.2 3 1.^3 + — +'^^ + T)' 

Nun hat man aber bekmntlicb folgende onter allen Umständen 
confergireode Reibe für den Integralloi^ai ilbnras . 

wo die Gonstanie Cs 0,577 2156 ist. Setzt man bierin aae~* 
so findet man 

» 1 n , 1 n* 1 n . — _ 

'"-TT+rO-TTTlTa + — = *<• ^-'^ 

folglich nach dem Vorliergeheodeo 
und für unbegränzt wachsende n 

m 

Da aber 
ist, so folgt /i(0)=:0 milbin 
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Hiwrdurch gebt die Gleichung (6) in die folgende über 

^HM-^ c+ f f_J_ _ _L_if« (7) 

• 1 

wddie fiicli noch eleganter gestaltet, wenn man = setzt, woraus 

— uud dtz=. — ^ folgt; ist ferner t — « und i=:0 j^ewor- 

deo, SO hat Jettt « die Werthe jr=0 und ;p=3l angenommen und 
daher ist aueh 



oder 



^ll^ IC= 0,5772156 ....J. (8) 

Diese Gleichung bildet die Basis för alle unsere ferneren Unter- 
iuchungen. 



8- 7. 

Mit Hülfe des soeben gefundenen Satzes kann man nun ohne 
Schwierigkeit das Theorem entwickehi, welches im Anfang des vorigen 
Paragraphen erwflmt wurde. 

SeUt man in der Gleichung (8) ^ 4» - für f* so isl auch 



oder, wenn man rechts d;=i nimmt 



Xc* + ~) C ""^ 1 
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Denkt man siol) ip die^^r GleifJumg m 4w Hethe nach 
0, 1, 2, n — 1 geschrieben und addirt alle so entstehenden nGlei' 
chnngen, so erhält man 

— 4ü — + — — + .....+ — — 

^ I 

woraus bich unter der Bemerkung, dass 

^ , 1 — X* 

ergiebt 

SeUt man femer in der Glerehimg (8) nfi für ^ , wodui cii » f/^tt 
an die Stelle Ton c//< kommt, mnltipUzirt darauf beiderseits mit n und 
schreibt z für or, so ist 

f 

Durch Subuaktiu« dieser Gleichung von der vunge« crgiebt sich 

^J r(.)Z'(. + l) r(.-hl) r(^-h"^^) 



(1) 
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Der Werth des Itiiegrales auf der rechlea Seite ist sehr imht zu 
Cnden. Man bat nämlich 




OenuHWh ist mutge der Gleichung (1) 




wokei die reebte Seite in Bezug auf ^ constant ist 

MultipHzirt innn beiderseits mit ilft, integrirt hierauf und bezeidioel 
die Cuusituiie der lutegraüou mit i/i, so.is^ 

\ r(,)r{^-,i^)r{^+l) 

• =tii(l^ + ik = i(ir''t) 

voraus soXort folgt 

rwr(M-f-4) ''('*+!) — ^^^''i-f) ■ (2) 

Um noch dieConstante k zu bestimmett, nehmen wir li^-^J es 

II 

wird dauu: 
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oder weü r(-^) — r(l) = 1 ist 

*=«nl) ni) ni) n^') • 

Nach Furaiei (4; §. 3 ist aber 

fol^di wird jelzt 

Dmrdi SubstitutioD dieses Wertbes in die Gleidiung (2) erhalten 
wir jetzt das 8d)6ne Theorem: 

^0.) n^+h '\>^+i) •••• ^(''+^') ) 

das xuerst ?on L^eodre hemesen worden ist*)* 



*) Der siaareicke Gedanke, diesen Snts mltleltt eines bettimuitea Integrales 

was offndiar iw dircktesle Weg ist, rftkrt ron L ej enn e 

Di richtet her, wohiUcr nun Grelle' s Journal für MathemaÜk Bd, 15. 
& 99Bnachseksn kaaoL Oaaeihst wird die Gleichang (5) $. 6 anvRtelbar beaoUt, wai 
aber einige ünbeqneaillekkeilen Temnaekt ick kabe es dalier rorgezogen den 
Beweil des L^gcndrc'schen Tbeoremes unter Anwendung der Gleiduug (8) §. 6 
711 fTihren, wednreh die Beohnang nn £üUacbkeit nnd Bteganx gswennen kaben 
dürfte. 
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Cap* m. 

Reihen und Produkte zur Berechnung der Gaamm' 

fimkttanen. 

S. S. 

IKe Formel (S) in §. 6 dienl uns ab Ausgangspiinkt für das 
Problem, die Gammaftiiiktioiiea in Reihen und Produkte au verwandelii. 
Es ist Termöge derselben 

Andererseits hat man 



1 . «_i 



n 



= 1 4* ^ + a?* 4" + + 



1 — X 1 — .1' 

(blgUcb 

dfi 

= - c+ y[ '(i + * + + + (i-^o 

und durch Integration der einzelnen Reihenglieder 

rf/r(i-h^) _ 1 1 . 1 . . i 



n-a:'*) da: 



+ / \ — ^ x*dx 
1 — X 



woraus sidi nach Vereioignng je zweier entsprechender Glieder in den 
unter einander stehenden Heiken ersieht: 
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dl. 




Es liegt nun der Gedanke sehr nahe, die Zahl n, nielche die 
GHedennenge unserer Reihe angiebl, ins Uneodlicbe wachsen zu liSMii 
und hierdurch die endliche Reihe zu einer unendlichen zu machen. 
Zur AusfilbraDg dieser Idee ist aber nölfaig, dass wir die Grtose be- 
stimmen, der sieb das Integral 



welches den Host der Reihe bildet, für uubcgränzl watli&ende n nähert. 
Diess lässt sich durch folgend? Betrachtungen erreichen. 

1) Setzen wir erstlich als positiv voraus, so können wir be- 
haupten, dass die Funktion 



nicht voeodlich werden kann, sobald x daslntenrall 0 bis'l durcUSult 
lo der That kftDnte der fragliche Brnch nur dann unendlidi werden, 
wenn sein Nenner 1 — jt in Null, also x in 1 flberginge; dann wird 
aber wegen des positifen §1 auch der Zähler =0 und der Bnwb stellt 
sich unbestimmte Form f , deren wahrer Werth in diesem Falle =^ 
ist, wie man mittelst der DIffereracialrechnung Reicht findet. Da also 
die genannte Funktion nicht urM iidlich wird, wenn x von 0 bis 1 geht, 
»0 müssen das Maximum und Minimum , welche sie t)oi der cnvähnlen 
successivcn Acndeninfj des x gewiss einmal hekonimi, endliche 
Grossen sein. liczeahnen wir sie mil Ä und B, so ist lür das ganze 
Inlervali = 0 bis o; = 1 






nnd V--- 



negativ 
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folglich weil x innerhalb jenes Inlei valles iumier positiv bieibl 

\A — ~ | ) ^ powüv, \B — negaUv 
und auch 

f (-^~ 1^^ )^ posiüv, J (^-- \^^ )^" negativ 
woraus sich ergiebt: 

1^ Ax''(ix^ J ^^^^ ar'ifce 



und 



oder 



l-.r'* ^ B 



Da nnn A und J9 endliclie bestimmte Grössen sind, so nehmen 

die beiden Gränzi'ü, zwischen denen der Werth unseres luk-rales liegt, 
bei unendlich wachsenden n besläudig äb« und es ist folglich für 
posiÜTe fi 

Um. I ^ x*dx = 0 . 



-2) WSre ft negativ, also das betrachtete Integra] der Gestalt 



/ T 



so ist die vorigR Betrachtung zwar nicht mehr direkt, aber ducii mit 
einer kleineu Modiiikaliun anwendbar. Schreibt nitiu nämlich dasselbe 
in der Form 

% 

3» 
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f* I 

so gelten jeUt für die Funktion ganz dieselben Bemerkungen, 

1 — x 

1 — a?** 

wiü für die frühere . Ihr Maximum Ä und ihr Minimum 

1 — j? 

sind nSmlieh endliche Grössen und man erhäl nun dmrch den nSmlieben 

Geilnukcnguiig wie vorher 



IIa liicr (iie bcli<'hige Zahl geiiommeu wcrd^» dail, so ioigt 

jetzt lür uucndiiüh wachsende n 

lim, I -j -a^^dx = lim, I x i2ir= 0. 

•/„ 1 — X %/, l—x 

Es nähert sicli also das in Nr. (*2) den R«st hildciide Integral fiir 
jedes /u hei nnendhch wadibi iuicii n der Gräu/e ISull. Zugleich wird 
die Jteihe eine unendliche und es entsteht die Gleichung: 

rf/r(i+^i) 

du, 

aus weicher verschiedene Folgerungen gezogen werden kumiien. 

Unter der Voraussetzung,, dass der absolute Werth yon (t ein 
achter Bruch ist, lässt sich die Reihe auf der rechten Seite in eine 
andere umsetzen, welche nach Potenzen von ju TortschreiteL Man kann 
'nämlich der obigen Gleichung folgende Gestalt geben 

IL JL f* 
_ l 1 1 2 1 T 
— . — c - + -s- • + -5- • + ^ • 4- . , , . 
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uuü nun Jedes eiiizcluc Glied uacli dem SaUe 

" = M — 4^ — .. in mf. , 4" ^ I> »* ^ — A , 



1 + if 

iD eine uiicndlichc Reihe venvaiiddn , sobald die Rediiigniigi i) 

I>f >-l. l>f >~1, 1>| >^1 

erfüllt sind» welche sich sämmtllch auf die erste rediuireii. Man bat 
demnach för l>>/i^ — 1, 

+ l(f-(T)^+(T)'-(|)' + --j 
+ • • • 

Nimmt man diese Reihen in vertilialer Richtung xusammcn und 
bezeichnet sur Abkurxung die Summe der convergenteD Reihe 

1" ^ 2* ^ 3* ^ 4" ^ 

mit so ergiebt sieb: 

rf/r(i+fi) _ W + / ^ 

Durdi Multiplikation mit d^i und lutegialioii ciilsjjniigt bicraus 
die^ wichtige Cleicbiing *) : 



*) Lvgcndre schlägt gerade den umgekehrten TVcg ein ; er leitet zuerst 
die obige Gleichnag aas einer Forsier ab; die ivir in f. 10 keanea iernea werdea, 
and redazirt daraaf die Fonacl (3). 
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/ r( 1 + iu) = - C/i + i Ä xt» - j Ä + 4 s - 

Eine IntegratioasGoiistante kt nicht beizulügeiiy weil für (i=0, 
/r(l)»llss8 0 wird und die recht« Seite sich gleichidtig annullirt 
För negatire fi hat man noch 

ira -Ii) = + i iüu' + i Ä + i Äf** + . . I 

} (G) 



Wuaste man den Werth der Constanten C nicht, so Itönnle 
ilin aus diesen Gleichungen selbst finden, indem man fi nur so zu 
Wüllen braucht, dassman entweder r<l+|c) oder r(l~ju) anderweit 
kennt. Diess ist der Fall f&r woraus sich ergebt 

und 

K= ^ (v^) - i ar ~ i iif \ - i (i)* - .... 

Addirt man die Gleidiungcn (5) und (6) und bemerkt, dass auf 

der liuk^ii Si'iic 



Bin fin ^ 

ist, so üiidel man 

ein schon anderweit Ijckamiles Resuh.iL, durch debscii Siilistiliiüon sich 
die Gleicliimgcii (;>) und (0) uTciiiraclicn luid in die folgenden zur 
nuiucrisclivn llercdinung Torlheilhallereo üLcigdiiun: 

/r(n.^)=i/^ -Cfi-i - ■ s -I s,^' — (7) 

wobei immer i ^ ^ ^ — 1 sein muss. 
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Diese Rdationen reicben zur BerecbDUDg einer Tafel der Gamma- 
funküonen TöIIig aus, da eine solche nach der in §. 1 gemachten Be- 
merkung nur das Intenrall f« =s 0 his f« = 1 xu umfassen braucht. 



9. 

Die Formel (3) kann auch dazu dienen, die Funktion /*(!+/») 
in ein unendliches Produkt zu verwandeln. Multiplizirt man nimlicb 
diesdbe mit df* und integrirt unter der Bemerkung, dass 

H J n+u II ^ ^ ' ji 



ConsL 



ist, si> abili mm leicht 

Die Constantr hesluimiL sich durch den speziellen Fall fi=:0, 
für weichen sich Ahes anoulUrt, so dass folgt Coiist.z=:0, 

Schreibt man noch HT"^**) für — und geht nun Ton den 
Logarithmen zu den Zahlen selbst Ober, so ergiebt sich: 

^ 

• " = j^- • w 

wobei C wie bisher den Werth 0,5772150.. hat. Man konnte dieson 
selbst aus der vorstehenden Gleichung iindeu ; denn es wird für /« =: 1 

/ = iif, 2e^.?f^. 1^! <2) 

2 3 4 5 

oder 

C=:/(ie) + lile^) + /(J«^) + (3) 
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Jn dieser Form ist die Reibe wegen ihrer geringen Convergenz 
Eur praktiechen Berechnung von C untauglicfa; durch eine Ueine Uro- 
wandhing erfallt man aus ihr eine andere Relation, welche viel brauch- 
barer ist und besonders durdi ihre Form interessirL Sehen wir näm- 
lich die unendliche Reihe (3) als die Grftoze der »gliederigen: 

j 

Kie) + Kih + Kie') + ... + ^(;^0 
an, indem wir hier n ins Unendliche wachsen lassen, so ist 

II 



d. i. 



+ m + UV + *«)+.... + 

+^ 

=r Um. < 

C=:LinL |l + 4 + j + i + ..,H.l^/(n+l)}. (4) 



Diese merkwürdige Eigenschaft der Constante C wird' in der 
Theorie des Inlegrallogarithmns ebenfalls abgeleitet; man hätte daher 

auch aus ihr die Itleiililäl luiscrer Conslanle iiiil der des Iiilegralloga- 
riüimus l)eW('ison kutiiien. 

Ediieht man noch beide Seiten der Gleichung (2) auf den Expo- 
nenten fif so wird 

Cn i e '2 c Z e 4 e 



/ 3^ 4" 6" 



und wemi man mit dieser Gleichung in (1) diridiri, ao ergiebt sich 

a** 3" 4'' 
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oder 

ein Semem BUdui^eseU nach merkwArdigcs Produkt f&r die Gamma- 
fimktbn. 

Delraclilcl man cbssclhc als dtn (ir.iiizwciiU, weicUcui sidi das 
endlicbc aus (n—l) Faktoren bestehende Produkt: 



4- ff 



g.3> 4 (it— 

^ {^i + iy(^2) Ct« + 3) . . . (^c + «- 1) 

Ar unendtich wachsende » nähert, so ist 

»./ w* ( 1 . 2 . 3 . 4 . . . (« — I) ft) 

oder wegen FQi 4- 1) =: ^ r(fi) 

, ( 1.2.3 n H-i] 

Diese Fomel liesse- sich auch als Definition der Funktion JT be- 
miCxen und man wurde daraus leicht die hauptsächficfasten ihrer Eigen- 
schaften aitlfitf'n können, wiv. dicss namentlich Gauss in sehr eleganter 
M'eise yriljjii liai *). Will man <"iii<' Mos clcmentnn» Tlicuric der 
GaDimafiniktiDit gehen, so ist (iieser (uHlaiikciigang sehr nalürhch, er 
ist es aber iiiclit mehr, wenn es daraul ankommt, dio Bedeutung her- 
lorzuhcbeu, w elche unsere Funktion für die Integrah'echuuiig liaU 

*) Die hefreirrndo, mit Recht berühmte, Abkaadinng steht in den Commmt, 
Gotting, rec. tom. Ha. 1SI2, Dio Bezei(hnun|;s\v( i.se ist daselbst etwas ver- 
schirdeii. nämUdi das ohi«;c r(fi) = II(ft--i) oder U«is Gaussische 
= dcia L egcudre'schcn 
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%. 10. 

Auch eine Näherungsformel lur r(ju) Usst sich aus der Gleicfaiing 



ableiten, wenn man mü derselben einige Transformationen vomunmt 
Sehreibt man nämlich im ersten Integrale rechts « für t und setzt im 
xweiten ^ 

«=«"—1, also wr=/(l+0 



^) !■ Allgeneinen Ist es bekamtUeli nldit erlasbt In swel btegratea, tob 
deaea Jedes für sich nnendUoh wird , deren DilTereiiz aber eine endliche GrOsse 
i.st, zwei verschied cno Snlistitutionr n zo maohen; SO Wäre es z. E* fslsch 
in dem ersten der naiiisteheiideu lutegraie 



f dt ^ nz* ^dz _^ 



s ^ « and im sweitca s*=« sa seUen, dena auui Urne daailt aaf das falsehe 
Resultat: 



Dass aber in dem obigen falle die dort augegebeneo SuhsUtuUonen erlaubt 
Sind, lisst sich so zeigen. Es ist ersUieb 



f. 



1 



Ja 



inilem sich der zweite Theil der ersten Zeile gegen doti orstt-ii Thcil der zweiten 
hebt. Jedes Integral für sich ist eine endliche Grüsüe und wir dürfen daher 
iai zweitem eine Sabstitution maehen, ohne es iai ersten 'zn tbaa; setzen wir 

nAaillch 1=«*— 1 so wird jeUt: 
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10 gebt dasselbe Aber in 



(.•-1)«"^-"" J 



und die Gräßzcn für « sind wassO und iö = oe, weil /(l-fO für 
< = 0 uq4 < = « die Werüie 0 und oe amummU ist demoacb 



Vergleichen wir diess mit Nr. (2J, so mpss, wenn die im Texte slehende Reck- 
■isg ridilig feil mU, 

sein. Betrachten wir nun das htegral 

90 i t klar. das8 jedes der einzeinmi Integrale für «> 0 endlich bleibt und 
daher siud hier verschiedene Substitationen erlaubt, n&oiUeli in ersten <bk 

ia zweiten rae'^l; diess giebt 



Scklöatldi^ Awtljrt. Studien. 
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Andererseits Uahea wir aber nach einer bekaimicn Formel*) 
1 _ 1 .J__ 



2w 2o> 



wobei die,lieihe der Faoktion auf der liaken Seite filr alle Werthe 
von 09=r0 bis »ssoe gleichgilt. Durch Substitution derselben ergiebt 

sicli aus ISir. (i) 



Der absolute Werth des Integrales rechts liegt aber, wie man leicht sieht, 
awlschea 

und dasselbe gilt tob den Integrale 0. Lassen wir « gegea die Neil convei^ 
giren, so nähern sith die Yorstehendcn Grossen der genelnscbaitUohea Grinse 
Null uhd wir kommen somit auf die Gleiifiunrj D zurüd, woraas andererseits 
4le Richtigkeit des in Nr. (2) entwiolMitea AosnlUtes erJielit. 



*) Niflunt oMui in der Gleichnog 

a=«>^ — i , 80 findet nan sehr leicht 

l 4-g * _ JL 4. ^» . -I- 
e 0 

and hier fahrt die eiabche Bemerkung, dass die linke Seite 

_ I e" + l_ 1 1 

iät, uuiuittclUar iur obenbcnuUltit Formel. 
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wo man die Werthe der beiden ersten Integrale leicht angeben kann, 
wenn man nnter Ändern die Formel (3) in §. 6 für ar=s/«, ts^v in 
Anwendung bringt. . Es wird so : 

de 

Multiplizirt man diese Gleicbiuig mit d/i. und integrirl hierauf 
iwiadien den Grinzen (i^ = ft und fi^n, so gelangt man unter Be- 
rQcksicbtigung, dass 

istp leicht zu der Gleichung: 

Setzen wir zur Abkürzung 

80 nimmt die vorige Gleichung die folgende Form an : 
oder 

+ ini + n) - (« + 4) ^« + « - A«) • 



(4) 



Die Natur der hier vorkommenden Funktion f ist nun zwar rni- 
bekonnt, weil sich die in Nr. (3) vorkommende Integration durch die 

gpwrilniluhcn Mittel nicht bpworkstt'Iligcn lässt, man kann aber eine 
Eiyensclinfl derselben anheben, welclie ITir unsere weitere Betrnchtunp 
von grossem Nutzen ist Da nämlich für ein gerades r der Ausdruck 
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1 

- — -r— — ; (das aUgemeine Glied der in Nr. (3) vorkommenden Reibe) 
zwischen 0 und ücgt, so folgt, dass fia) zwischen den Grössen 



Ott 

au 



entbalUn ist, woraus min durdi Sommirong der hier Torkommenden 
rein numerischen Reihe leiclit 



1 r* — 

d. i. 



"</'<»><ik 

findet. Ans dieser Bemerkang erg»ebt sich sogleich» dess tut nnbegränit 
wachsende « 

Um,f{u) = 0 (5) 

isL Lassen wir jetzt in der Gleichung (4) n unbegränzt wachsen, und 
benatzen sogleich das vorstehende Resultat, so wird 

und da filr irgend ein endliches bestimmtes fi alle daron abhängigen 
Grössen endlich sind, so folgt, dass 

eiae bestimmte endliche Grösse i also eine gewisse Gonstanlo sein 
mflsse, welche wir vor der Hand mit Ik bezeichnen wollen« Es ist 
demnach 

/ r(l + = 0* + i) / ^ - + W + ' * («) 
und hier giebt der üebergang von den Logarithmen sn den Zahlen 

r(i+^)=*i*^/^'*' = (^)" 
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oder ireü r(l+fA)= fiFQ*) ist 

' ^ (7) 

Die GoQstaDte it he&\mmi sich luer auf folgende Weise: 

Dtt Ligendre*8che Theorem (Pormel (3) in §. 7) giebl mrnaS 



und folglich mius nach dem Vorigen 



sein. Hebt man hier so weit als indgUch, so bleibt 



woraus 



folgt. Da dicso Gleichung [ur jedes ^ Loslcheri niuss , so können wir 
auch ^ ins Lan ndlicbe wachsen lassen und den Gränzwerlb des Aus- 
druckes rechts suchen. Dabei ist 

TZ 1 1*1 



niilhin: 



/2« (6) 
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und demnach gebt die Formel (7) in die folgende ther 

r(.,-/^-(^f/<^> (0) 

Man kann diosclbe als eiue IVäberuQgsformel betrachten, wenn 
man berücksichtigt, Uass für aebr grosse fi die Funktion f(ji) sehr 

klein, folglich e nur wenig von der Finlieit vciächiedeu ist; es lässt 
sich daher Uie obige Formel auch in der Gestalt 

r(^)=^(£-)'*(i+,) (10) 

darstellen, wenn man unter p eine Grösse versteht, welche bei unendfich 
wachsenden fi bis xur GrAnze Null abnimmt *). 

Die so eben entwickelte FuhhuI giel)l zugleich ein sehr einfaches 
Mittel an die Hand um auch genäherte Ausdrücke für die Fakultäten 

^cu+i)...(^+n-i)»«-^^;;+;'^ 

LS....» = r(fi+i) 

aiifzMfstoüen . durch deren Division man eine INälicrungsformel für den 
liinoinialkueliizicnlcii 

no...» . = (f +»-»). 



*) Diese Formel beweist nuui gewdhnlieh dadirch, dass aiaa erst I3r 
ganie positWe t* 

ir(m-/*)=: n + 12 h- ...-f 

setzt, nach einer Sommenrompl fSr 

die rechte Seite in eine tuendlichc Reihe ver^vandelt und dann zu den Zahlen 
xarfickgcbt Diese Ableitnag hat aber awei sehwache Seiten; einmal passt der 
Beweis blos aaf positive ganze ^ nnd lüsst sich nar dnreh ein sehr nogenikgendes 
Risonnenient auf andere /* ansdrlmeii; andererseits ist die sogenannte allgemeine 

Siimmenformcl riidils wcnii^cr als all^^i^nnoin und gifbl nur dann anzwcifclhafto 
Kesuitatc, wenn u. A./(a) sich fiir alle innorhalb des lulcrvallcs a;r=0 bis 
x—ft, liegende YVerlhe von x in eine Reihe von der horm A + Bx+x- '{> etc. 
rerwandeln Usst« was aber beim Logarithmas gar nicht der Fall ist 



Digitized by Google 



Reib«a und Produkte zor BercdiooDg der Gammafunktiooeii. 55 

erhalC, in welcher man nachher für fi-]-n—\ irgend einen einfachen 
Buchstaben setzen k;iiin. Diese Austlnn ke sind namentHch für die Ue- 
recLuung der Wabrsdieiiiiichkeiiea iiei uit wiederliollen Versuchen von 
Wichtigkeit *). 



Wir haben bisher nur Gammafanktionen mit positirer Terlnder- 

liehen (Argumenl) betrachtet und für diese alle wfinscheaswertheii Ue- 
laiionen entvvickelL; es hegt uns nun noch ob, die Werthe der Gamma- 
funi^uuiicu mit negativen Argumenten, also das Integral 

tf.T _ 



worin fi an aich poaiÜT ist', an betrachten« 

Es bat keine Schwierigkeit, Integrah? dieser Art, onf Gamma- 
funktionen mit positiven Vcränderhchen zu rcduziren, aber diese 
Reduktion zeigt zugleich, dass die Werlhe derselben sämmtUch unendlich 
aind« Vermöge der bekannten Reduktionsformel . 

ist nämlich für u = e , , 



e 1 I dx 

u I I» 



*) Man Tcrgleiche hiermit das dritte Capltcl von Laplaco, tMorte ana- 
/rjfff/uc des probubiKtes, 3«« idUUM^ puge 1216, iro dieser GegeasUuid sehr 
autflüiirhch beiiandclt ist. 
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Ut gloche Weise bü mm ffl §t pwtUL 



9 



u. ». w. Fährt nun »o feft bw »■ oMr tiBiiWii « gnna XaU • Md 

iubstituirt jede Gleicfaimg in die Torhergeheode, io «rtit MB MllM 



^ ^ ^ +— 



+1 



fft(^— 1) . . 0*—«) 



oder 



1 ;r 



0 d!c • 



Da nun n beliebig ist, so könnt ii wir tiassrlhe > ^ nrhmpn, so 
da*A das Integral auf der rechten Si'ite nach Eiufrihriing der Gräuzeu 
;BaO, «soD ia eiae GammafuiilUioa mit iKMiÜTea Argumeoi näinUcb 
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in F(« — A' + l) übergeht Selzen wir auch im Uebrigen ar=:ao und 
a;s=0, 80 haben wir vermöge der Bemerkung, dass für jedes positive 



p ae 

oder negative p, Lim. x e =0 ist, 



d3: 

e 



(-1) 



fliU — l) .... (ja — 



dagegen für j:=0, 



(-1) 



Ou— 1) .... {fl— 



6 dx 



mitbin durch Subtraktion der unteren Gleichung von der oberen 

iH-l 



dx -* 
c 



(-1) 



= i.l + - 



t 

oder 



«-hl 



1 (-1) 

fi fi(/U— 1) .... (jU— fi) ^ ' ^ 



Da nun wegen n>/u die Funktion r(/i — /u + 1) 
endliche bestimmte Grösse ist, so folgt, dass für jedes ^ & 
eine ganze Zaiil sein oder nicht, r( — /u) unendlich isL 

Man kann diess auch noch auf andere Weie« fämät^ 
nämlich für jedes i* 



r(f*) r(i 



'""^ = A TT 




an die 



/ - 



liwl^icser 



(2) 



.vclWinficser Formel 
ctSelnen so entstehenden 



58 Cap. ni 

D«8 efste dieser Integrale hat nun, weil fi positiv ist, immer 
eineD cndliGhen >Verth, woTon man sicli leicht durch Terwandlung des- 
selben in euie Reihe Übeneogen kann; in dem «weiten dagegen durch- 
Iftuft X das Intervall bis dpatoo , folglich ist, was ancfa sonst 

das positive n sein möge, immer x*^i^ und 

a!" 1 



oder die erste Funktion wichst wShrend des IntervaUee 1 bb od nscfaer 
als die zweite. Nun ist aber schon 

dar 



f. 



folglich uiu so mehr 



= /(l + oo) ^ /2 SS go 



s OD 



Oaraos ergiebt sich r{l\i£^r{-^i£^^ao , und da hier r(l+fc) 
wegen des poeltiTett immer endlich ist,, so nmss Jr( — fc) ^oo 
sein*). 



*) L^gendre ^lanbt blos für ganze /» sei r(- ;/) = Tn, und will diess 
aag der Formel (6j in Cap. I. folgern, indeia er /» negativ uirnjuit nad darao« 
die Gleichong 

^ (-/*K~M+i) .... (-/i+ü-D 

ableitet, in wohhfr rr n > spl7t Hahpl hat aber L^i^entirc übersehen, dass 
die aniieHondfitc Formt'l cinr Fi l::cniiii^ von drr Ri hätinn /'(/**+• 1} = /< i^C/<) 
ist, welche nicht mehr gilt, soiialü fi aegatir geuomuiin \vird, wie nan aagen- 
blioklleh beaterkt, wenn maa den Beweis denelben in $. 1 für negaUve /« on- 
geslalleo woUte. 
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€ap. IT. 

Die wiekt^t^ utUer den durch GammttflmkUaMm 
auidirüekbaren Integralen. 

Unter den venchiedenen Werthen einer Gammafünktion isl beson- 
ders deijenige von Interesse, welcher dem Argument } entspricht, «eil 
diess der einiige Fall ist, in welchem sich für ein gdiroehenes ^ die 
Werihe Ton r{§n) und r(ii-f ^) durch die gewöhnlichen HfiU^miUel der 
Analysis angeben lassen. Die Integrale 

welche in diesen Fällen äus der Formel (8) in §. 1 entspringen, ver- 
dienen dahf^r besondere AnfmerksuiiikeiL. 

Zuerst ist zu beiiu iken, dass man dieselben in etwas ;in(ii'rer 
Gestalt aufrühren kann, \\enn man r=.utr , z=^x^ setzt, wodurch sicli 
die Gränzen nicht ändern und (h='ilx tbc wird. Die obi^' n r.Iei- 
chungen gehen dann nach beiderseitiger Divisioa mit 2 io die folgen- 
den äher: 




Ks liegt nun der Gedanke sehr nahe, in der zweiten dieser Formel 
n successive al, 2, 3, ... zu aehmeu, die cinzducn so entstehenden 




50 ^ Cap. IV« 

Gleicbnngen mit passenden Goeffiiienten in multiplisiren und darauf 
Alles sn eddiren; könnte nun dann sowobl die auf d^ Unken, als die 
anf der lediten Seile entstehende Reihe sununiren, so vOrde man 
bierdurcli zu einem neuen und allgemeineren Integrale gsiangen. Biese 
Idee lässt sich La der That anf folgende epeiieile Weise ansOhren. 

Man mnlüpliiire die Gleichung (2) mit ^ 2» * 

1.2.3 (2«) 1.2.3m... (2») 2« v«^ 

oder weil 

1.2.3 .... (2ft) = 1.3.5 (2ii— 1).2,4.6 (2») 

== 1.3.5 (2«— 1). 1.2.3 II. 2" 

ist, auch 

« 1.2.3 (2n) 2a 1.2.3 .... 11 

Setzt man hierin der Heilie nach « = 1, 2, 3 ... in inf. , addirl 
die enblrlKmdpn Giritiiiuigen zu .\r. (1) und bean rkf, dass man auf 
der linken Seite sammtliche Integrale wegen der gleiciiea iutcgraliuns- 
gräozen nach dem Satze 

J F{x)dx + J f{x)dx + j q,{x)dx + J tpix)dx + ... 
in ein einziges susammenzieben kann, so erbflJt man: 



(3) 
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Beide Reihen sind aber för alle mdgiicbeii a» ß und x conTei|[eiit 
und lassen sich nach bekannten Formeln tuamuren. Es ergiebt sieb 
nindicb 



worin a und alle möglichen Werthe haben können. 

Da /9^' ehi willkQbrlidier Faktor war, so hindert nichts, ß ima- 
ginär zu nehmen, was Dasselbe ist, als wenn man Ute Gleicbuug (2) 

stau mit mit (— 1)V* mulüplizirt, folglich den Reihen in (3) 
wecfasdnde Zeichen Tencballl bitte. Setzen wir also ßyf — 1 an die 
StcDo Ton ßi 80 geht die ebengefundene Gleichung m die folgende 
Ober: 



001 2/?«r*'''dr ^ ^r^"^ (5) 



welche u. A. in der Wahrscbeialichkeitsrechnung und Wärmetheorie 
vielfach benutzt wird. 

Bei der Wichtigkeit des gefundenen Theoremes dürfte es wohl nicht 
uberflüssig sem, noch einen tweiten, auf gans anderen Prinaipien be* 
rubeDden Beweis desselben zu geben. Setzt man 



cos2ßxe tLc = f(ji) (ß) 
so ist durch partielle Differessiation nach ß 

aß J ^ 

Andererseits hat man nach der Reduküonsformel 

lur ussMm^ßx, vs^iate 
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2xtin2flxe dx 

Ixe dx ^ 'iß Jcoi%ßxdxJ2xe dx 

oder weil aus 
folgt 



f 

auch 



2/? C 



-f Icoslßxt dx . 



Uieraus erhält man für «bsoo und ;i;8bb0, 



2«iin2^d;« dx =s ^ J eo§^ßx€m aar. 

Die Gleichung (7) miuuU durch SubsüluUuu Uicses Ausdrucks tul- 
geude Gestalt au: 



dm 
dß ' 

oder nach Foimel (0) 



dß a' 
d. i. 
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oder 

Daram folgt durch Ihlegration 

miUiia 

fiß) = « =ss e e 

und wenn ot den ersten Faktor» welcber constant ist, mu k be- 
letehnen: 



=sit0 = f eot^ßxB dx* 



Die Constante bestimmt sich dadurcb, dass i? = 0 genommen wird, 
woraus sich ergiebt 



mithin nach dem Vongen 



4x I 

S 



cot2ßxe dz=s^^e (ß) 



flbereinstimmend mit dem unter <5) geAmdenen Reeoltate. 

Es lässt sich liiiiau.^ noch ein anderes und allgeuicinfrcs Integral 
dadurch ,iM( iien, dass man beiderseits mehrfach» etwa »mal partiell 
nach ß diilerenzirt. £s ist A^n n 

m 9 
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od«r wenn man links die Differenxiaüoa anslQlun 

ADdereneito bat man aber naeb einer betumoten Fonnel *) 

d e 



^ M(.-l)(H-2)(n-3) .-»(s,j.-» + .... I 

folglich wenn man xs=.ß^ a = — scUt 

iL * 



dß 

-(4)' 

e 



und abo nacb dem Vorigen 

ar*c«(l«if + ^ßa) dx 



8, Fmmsl (10)^ 
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13. 

Uittelsi einer Methode, welcher der zweiten im Torigen Paragraphen 
bcnutxlen rdUig analog ist, kann man auch leicht die Werihe der 
Integrale 



(I) 



tintxtla: (2) 

auf Gammaftinktionen reduziren. Durch Differenziation nach der will» 

kfihrlichen Constanten t erhöhl man zunächst die Dimension der DifTe- 
reuzialf'ii iiH 1. erniedrigt sie dann wieder durch partielle Integration und 
zieht aus der Vergleichung beider Rechnungen eine DiiTereuzialgleichungi 
welche sich leicht iotegriren lässt Man hat in unserem Falle 

du 

^ =; — J a^e'*sintxdx (3) 

^ s=B y* J^e'^cBstedx * (4) 

Ferner ist durch partielle Integration 

y* a/* e''^ sin txdsc =s. x'* Ji~'^im ix dx 

— (i Jat^^dx J*i~'nntxäx» 

Berücksichtigt man hier die bekannte Integralformel 

« . . • tcosix + sintx 
e Mtoite» j-p^ • 

II 

und führt die Gränzen = oo , :r = 0 ein , wobei x e immer 
Null wird, wenn ^ eine positire von Mull verschiedene Grösse ist, so 

ergiehl sich: 

ScUÄnUdi. AMlyt Stiidim. ö 
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d. i. nach (3). (1) und (2) 

S = -iqnl"' + 'J- (5) 

BeliantlHt man ebenso das Integral auf der rechten Seile von (4), 
wobei maa die Formel 



e eostxax SS 1 + i* * 



«ntuwenden Gelegenheit hat, so findet man 

Um nun aus den boidon DilTironzialformclii (5) und (6) die unbe- 
kannten Grössen u und r als Ininktiüiku von t m entwickeln , was 
auf dem gewöhnlichen von Poissun eingeschlagenen Wege etwas weit- 
läufig wird, midtipliziren wir die Gleichung (6) mil /^ = i und 
sidien sie tos der vorhergeliendeii ab; ea wird so 

Durch die Bemerkung, dasa t> + »=f(ir — «) ist, gesUUet 
sidi der Inhalt der Parenthese zu + — «0» und wenn wir jetal 

' tt — p» = w (0 
setzen, so wird sehr einfach 

•Ä - <»+0««' = -,—<" = - iTR" • 

Aus dieser Differeozialgleichung geht hervor *), dass 



*) Fär f»8T Tcrwandelt sich n&vlich die Differeuialglelchang in 

dw • f* dw dt 

T— ss; TT oder — ^ — f* 
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C 

w = 

ist» wenn C eine wilttflhriiche constante Grdsse beieidmet SetEl man 
dagegen in Nr. <7) fOr^if und o ihre Werthe aus (1) und (2) so wird 

— taci 

w^gen €09tX'^%Mintx as « 



^i_(i+<0» . 



Die €otiBtante C bestimmt sieh durcb die Speiialisirung <==:0, 
woraus r(^) =: C und mithin 



folgt. Dieses Resultat l&sst sich noch veraligemeineren , wenn man 

für < und oj: für or schreibt, wobei aber a eine wesentlich positive 

weder unendlich lU' noch abnehmende Grösse sein muss, wenn sich 
die Integrationsgrlnxen nicht Andern sollen. Man findet unter diesen 
Bedingungen 



X 9 dx sss . (9) 



Es gehl aus dieser Gleichung die widilige Bemerkung hervor, dass 
die Formel 



woraas daich Integrattoa 

/t0 SS CamL—ixl(x-\-\) 

oder 

Conti. 



folgt, was^fur e * b C, « es l« mit der obigen Angabe zasaBmenr«lU. 



Digitized by Google 



68 Cap. IV. 

welche wir in §< 1 für blos reelle k keimen lernten, auch für ein com- 

plexes k gilt, Bohald der reelle BesUndtheil desselben eine positive 
endliche Grfese ist. 

Wollen wir in der Gleichung,' fS) eine Trennung der reellen und 
imaginären Partieen ¥omebmen, so haben wir 

a bi =. Q^coiüi 4- isinw) 

au setzen, woraus 

folgl, indem wir wie gewöhnlich unter Arctattz den kleinsten zur 
Tangente 2 gehörigen Bogen und unter n eine ganze Zahl ver flehen. 
Es wird jetzt aus (8) 

— = (eotftm — <am^i») 



r{fi) cot (fiArettni ^ + »* n) r(ß) sin (jt ArcUtu 4- «n) 



Dil n \ve»lcr von a noch von fi abhängt, so reicht eine hehehige 
SpczialihiriHig dieser Grössen zur Bestimmung von n hin. So ergiebl 
sich för a== 1, 6 = 0, 



^ aT « im; SS FQi) cos w /* rr 



uuil da andererseits die hiikc Seile r(jt) zum NVerihe lud, so kann 
diese Gleichung wegen des willkülirUchen fi nur dann bestehen , wenn 
II {) ist. Die Vergleichung der reellen und imaginären ParUCi^n 
gicbt jetzt: 
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^ r{fi ) cus t^fi Arcian — ) 
X e cosbxdx = . (U) 



b 

^ ^ r(ji) sin (fi Arcian — ) 
sc 6 j;c/ar =5 ■ — j 5— (10) 



wobei nicht xu vergesse ist, dafls a und f* positive endliche Grössen 

sein müssen. 

>Yir liaben nun noch dni Fall a = 0 zu betrachten, wclciier sich 
aus der vorhergehenden Betrachtung nicht ergiebt und auf welchen 
aberhaupl die ganxe Methode nicht anwendbar ist, weil die- Produlito 

X tmLc und x eotta nicht für jrssO und x=:co gleichzeitig 

verschwinden wie x e . Wir schlagen daher einen anderen Weg dn, 
bei welehem es uns ninächst darauf ankommt, die Werthe der Inte- 
grale 

■^cosbs , p'^finba 



zu bestimmen, aus weleben die ursprfinglii'h gesuchten sehr leicht ab« 

geleitet werden können. 

Da nach den Fundamentaleigensdiaflen der GammafunkUouea 



7 W)f,' 



iat, so hat man offenbar 



" dt = etnbtdt x^^b "dx (11) 

f»*f& . ^^f jhua. f x^r-ds. (13) 

Kehrt man auf der rechten Seite die luiegrationsordoimg um, so 
Ul auch: 



Digitized by Google 



70 Cap. IV. 




und wenn man in htMea Integralen a=siz nimmt, so wird unter der 
Voraussetzung eines positiven endlichen 6 




Die Werlhc beider InUgralc rechts sind sehr leicht zu üuileu« 
wenn man in der bekannten Formel 




, l>i*>0 



stall r die neue yariable 2* einlSlirt und dami fi =s ~^ — und 
setaU Man erbilt so: 
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f 



füifii, * ^ " 2>X>U. (16) 



Für alle anderen Werllie tou X ilaj;<'i,'en werden din Integrale 

iinendlicli. Für HUli das zweite Integral noch codüdi aus» 
nämiidi 

/i^A « I (17) 

wobei wie bisher aD^6>>0 sein mnss. 

Setzt man in den Gleichungen (15) und (16) 5 = :r, Xsl-— 
und berücksichtigt die Formel 

r(l— = 2«}|i^,»cosiM» 

so ergiebt sich leicht für oo > 6 > 0 

V^'«»*«At a. 1>„>0 (18) 



/ 

t 



✓-'*,&r*» - r(^)«>iiM» 1>,.-1. (19) 



Das Nämliche findet man auch aus den Gleichungen (9) und (10) 
(ur aaO, nur mit dem Unterschiede, dass man die GrSnaen, inner- 
halb deren /• liegen mnsa, nidit mit erfiihrt*). Bezeichnet man wieder 



*) fn dieser Bczlchnni; macht Moigno in soiiirra cnlcul integral S. 307 
itnd 3US cinvii Fehler. Ei- bi wcisst nämlich, dass wriin die Funktion F(^x} für 
«a(ir>fU}x dergeilalt serlegt werdea kam» dass 

F[(« + bi) = * (4:) + I 
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1 mit t, so lassen sich die beiden Formeln (18) und (19) in die 
eine zusauimeuzieheu 



e das = — ^ e , l>>|c>^0. 



4' 



Ab Beispiel ist der Fall i» »| von Interesse, för welehea 



(20) 



■ • 

und 

zum Vorschein kommt Für xssti* wird noch 



ist and wenn Terner eiu Werth I von x exifeUrt, für irelchen as und x W(x) 
gleichzeitig verHliwiiiden, die Forael 

gilt. Diese passt allerdinc^s auf die Annahme F(s) s r « , |=:qo, aher 
' mir Mter der YoraiWBCttuiig , dass a nicht = 0 ist and daher darf msb sieht, 
irie Moigao that, die Foraeln (9) und (10), welche eich nlttelst dieses Theo- 
remes ergeben, für a = 0 in Ansprach nehmen wollen. Die GleUhun^on (18) 
nnd (19) erhalten dann einen Schimmer von Allgcmcinhrif , de- ^ i ti Trui;li( hkeit 
man erst in spfzicllcn Fällen gewahr wird, wie z« fi. wenn man in der erstcren 
/« =; 2 nvhmvn wollte. 
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Schreibt man noch A für 6 und nimmt <lie Integrale lachen 
den Gfinten — ao und + ^ statt 0 und oo ao ist auch 



wpÜ die Integrale von < = () bis f= — oo offenbar die nämlichen 
Mrrüie haben wie von < = 0 bis i = -|-ao. Setzt man noch im 
letzten Litegrale 

' = »+ * 

wodurch sich die Inlcgralioasgräuzeu uicbi ändern t so findet man 
ieidit 



' (22) 



wovon später emo interessante Anwendvng vorkommen wird* 

Aus den Formeln (9) und (10) kann man dadurch, dass man 
nacb t* als Teränderlicher differenxürt, noch einige andere bemerkena- 
werthe Integrale ableiten. Die genannte Differensiation ist sehr leicht 

auszufülireD> wenn man wieder wie Mber Arctan — = 6 und 

^ «^4" setzt, wobei zu bemerken ist, dass hier r und S Ton f* 

uiiaijiiaagig sind. Schreibt man das Integral (16) unter der Form 



""^ t'os ö.r tla: =s I '(jt)cos fi0 ^-^^ 



6« 
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1 

und differemürt för ro«)«««, cotf*0[-^) »t» nach der lUgol 

d . }a> = + t'^^'' > erhall man 

9 

« 

tiir(u) r'(u) (ifr(tt) 

Dabei ist nun wegen —~^tsst auch r(^) = r(/0 
oder nach Fonuel (8) in §. 6, 

Durch Einflihrung dieses Werlbes nimmt die oben entwickelle 
Gleichung folgende Fem an: 



cotbxdx 

Nimmt man beide Seilen ucgaliv, was links dadurch gcsciiieht, 
dass man /(^) an dieSleUe Ton ix setzt und fahrt darauf die Werlhe 
voa.r und O wieder ein, so bal mau: 
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« / (a*+ 6*) cos (n Arctan —) 



+ — 



COM {ti Arctmi ^) fi^/'\ . 



und liiormit ist das Integral links auf ein viel einfacheres zunlckgcfuhrl, 
clessei» Wcrüi sich lur rationale /w nach den «jenulmiichcii Hegeln un- 
nuUclbar angeben imd für irrationale fi weui^^islcns niilieruiigswcibe be- 
rechnen lä&st. ^ 

Bebandelt man auf ganz dieselbe Weise die GleichuDg 

fio gelangt man leicht zu dem analogen Resultate: 
j'* /(l.) or'*""* e"** sin bx dx 



- • 
— Jreloit ^ CM (iiAardttn — ) j i 

Die gefundenen Gleichunscn (23) und (24) gelten ohne Einschrän- 
kung für jedes positive von Null verschiedene o; ist aber a = U, so 
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miiss in (23) 1>|U>0 und in (24) l>|u> — 1 sein, weil dann 
die Formela (15) und (16) io (21) und (22) Obergebeo. 

Interessante speoelle Fflle unserer Gleichungen sind folgende: 

I. fisssl'f iiidii hat dauu 



cos (Arclan — ) =: cos {^ärccos 



l) 



ain (Ardm — ) sin (^Arcsm 



a 



folglicüi 



/'(i) 



eoshxdx 



(25) 



B tinbxdx 



(26) 



II. Ist eine ganze positive Zahl >1, so hat es keine Schwie- 
rigkeit, das jodf'smal auf der rechten Seite von (23) oder (24) Yor- 
kommendc integral auszuführen. Denn lür 1 wird 

/ 1^*^« y {l + « + «* + «* + ....+Jr"~*}ite 
HL Für 6 » 0 ist nach Formel (23) . 



Digitized by Google 



Die wichtigsten durch GamroaruoküoiieD ausdruckbaren Integrale. 77 
-also I. B. lar und «aax*, 



(Ai+ C+ 2ßl 

* ' 4/ a 



S. 15. 



Die Formeln (9) und (10) in §. 13 lassen sich mit den eben- 
daselbst entwickelten (19) und (20) selbst wieder combinirent wodordi 
man noch zu einigen neuen Int^g^en gdangt, deren Differensialfonneln 
aas gmiiomeiriscfaea Fonktionen tusanunengesetit sind. — Schreibt 
man nimlich in Nr. (9) p mä » likr |« and 6, multiplisirt die so ent- 
stellende Gleichung 



I»— 1 — * - ripi cos (p Arrtan u) 

X 9 cetuxdx ^ ^ ■ ^ 



worin asxl ist, mit 

V du 



und integrirt hierauf iwudien den Gra^oxen «^0, »^co, so er- 
giebt sich: 



eotuxdx 



u J . 



(1) 



Hier bat man nun einen von den glücklichen Fällen , in welchen 
sich zwei angezeigte Integrationen ausführen lassen , sobald man die 
Ordnung der Integrationen umkehrt. Die linke Seile der Cüeichuag (1) 
geht nämlich unter Anwendung dieser Operation m: 
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/* — or ^ COS SM , 

ix e fia: I — 



p 1 _ » 



Über, wobei man die Formel (19) benutzen kann, wenn man in ihr 

an die Stelle von or, 6, X 

die BuchsUibcn t«, o:, 

treten lässt. Dass fragliche JDoppelintegral TerwandeU sich dann in 

oder wenn man auch die Integralion nach x ausrohrt, in 

W) 2^5^]ii* 

und di<'ss ist der Werth der linken Seile in der ÜhucliUiig (1)* Eä 
wird denmaoli 

/* co$ {pArctiiuu) liu r(p + g—l) ^ _ , 
J (!+«•)** ' «' ''(,,)r(«) ■ 2a«i,,' W 

Bevor wir nun zeigen, auf welche Weise sich dieses Integral in 
eine andere sehr geschmeidige Form bringen Jässt, wollen wir erst 
eine ganz analoge Gleichung entwickeln, weil die zu jener Transfor^ 
maliün crrordcrliche Substiluliun auf beide integrale völlig gleiclilurmig 
anwendbar ibl. 

Für as=ii, 6 = 11» ft^P Formel (16) des §. 12 in 

X 0 4tn UX OX =a - ■ . 



(1 + u'f 



überi woraus man durch i^iuiu^jiikuuuu iiul ~~ und Inle^raliuu Tun 
u = 0 bis ti SS OS die Gleichung: 
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e tmuxdx 



P du C 

t/o t/o 

ac 

j^^j / sin(pArctauH) flu 



(3) 



erbält CJmkebruQg der liitegrationsordnung giebt hier auf der linken 
Seite 

tfo t/o « 



2«m -^^ff 
'2>9r>0 

und folglich nadi ^r. (3) 

n 

(1+«")*' ' «'~ ^<'>5»^ 'ürfNiv,' W 

« 

lind diess ist das GegenslQck xur Gleicliiing (2). 
Nifflini man jeUl in den Foroielo (2J und (4) 

ilrelaiiifs;ar, also «ssfon« 

so folgt 



Wenn ferner ut=0 und vss« geworden ist, so hat x die 
Wcrthe xsssO und a:s=-^ angcnoinuicn und so erhall man zu- 

♦ 

sanuncn; 
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Da p hier noch ▼6% iriUkAIiriidi ist, so enthalten diese Formeln 
eine grosse Menge speaiener Fälle in sidi» die nur inm The9 belannt 
sind. Fftr pasl erhill nan^nidits weaentüdi Neues; flbr jpss32 i.B. 



tm%iBcU^xdx = 2^^^, l>q>^. (7) 



n 

<m 2ar coi x dx = 2>sr>0 . (8) 



Nimmt man dagegen tn der Formet (6) f^l, m» in Nr. (5) 
niclit geschdien darf» so ifird 



,4^ 

--jf-coi «lia? = -5- (9) 

fOr jedes positiTo ron Noll rerselnedene p*). 

Setzt man in der Formel (5) fx für q und eine L:anze positive 
Zahl 11 an die Stelle von p, so erhält mau unter Anwciidung des be- 
kannten Salzes i (f*-i-"»J"*=#*Cf*+l) ••• 1) J"(f*) für m=sn — 1 
leiciit 



1.2.3 2eo<4^ii' 



*) litcsp spezielle Fonnel findet aa«li JLioafille ia Crelle'a Joumai 

Bd. U, 8. m 
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wobei 1*" ein bddeneits wülkäbriich zugesetzter constanter Faktor ist. 

Beachtet man nun, dass der CoefGzient von r" ein Biuomialcoelliziciit 
ist, so erhellt auf der Stcllo. , dass man beiderseits 7» = !, 2, 3, ... 
nehmen und alle so entstehenden Glcichunr;en addiren Kann, und dass 
man auf diese Weise zu einigen neuen integralen gelangen muss. In 
der Tliat ergiebt sich 

/TT ft 
^ Ireoia emx + (reosjr)» cot "Ix + \£2Lf^JfL 

■ 

-{>+^'+^^-+ 1^,- (») 

Die unter dem Integralzeichen stehende Reihe lüssl sich mittelst 
der Formel , 

o cos X — _ 

leicht sominiren, wenn man (tssstcotx und l>r>'^l setzt; ihre 
Summe ist dann: 

r cos* X — ros' x r ( l — r) cos* x 

1 — 2r CO«' X -^ r^ cos* x 1 — (2r — r*) coi' x 
« 

Die auf der rechten Seile der Gleichung (11) in Parenthese 
stehende Reihe hat wegen der schon genannten Bedingung' i^^r^ — 1 
zur Summe: 



(JL-rf 

I 

Mittelst dieser Summen ergiebt sich non 



r . 

l>r>-^l, l>^>-i. 

Schtömilck, Analyt. Stallm. 6 
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Behandelt man gans ebenso die Gleichung (d) so .findet nun zu- 
nächst 



ircosa: stna: + (reo« j:) 4/m 2j: -f- i 



(13) 



und wegen der Formel 

wenn man hic für 4> = rcoÄj: in Anwendung bringt 

l>r>-.l. 2>/4>0. 
Setzt man in den Formeln (12) und (13) 

i-r.«/r:r* 

wo das Wurzelteichen nur positiv genommen werden darf, weil 1 — r 

stets positiv lileiht, und schreibt dann in Formel (13) fi-^-l für /i, 

SU wird let/tlerc mil der crslercu ideuLiscb nämlicb 

/' rot .r iht 1 «I 

1>^>-1, i>/t>-l, ^ 

ein Resultat, das man auch a posteriori leicht verifiziren kann, 
wenn man 

1 

1 — kcos*x 

in eine Reihe verwandelt und Jedes einzelne Glied derselben integrirt, 
wobei man zu beachten hat» dass für n'ji^sz, tas/jf : 
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2*/"^ z dx 

an X 



J ^ ■ Min X * • 



0 

« 



ist und sich der Wertli des letzten Integrales mit Hülfe der Formeln 
(4) und <^H) in §. 2 leicht finden lisst. Diflerenzirt man die gtifundene 
Gleicliuiiu »imal nach so erhält man noch 



4 (1 — kcoi^x) 
(ii+l)0i+3) ...0*+2iii— 1) 1 



2.4.6.... (2iii) iO»+i)-f.».+i 2co« iitin 

1, i>i»>-i. a«) 



$. 16. 

Einige aiitlere durch Gaiiunaluijklioiicn nusdruckbare Inli^grale er- 
geben sich einer sehr allgemeinen Transformalion , weklu- ^l< h ;iiif 
eine gnn?" Klasse von Integralen anwenden lässt, und wodurch man 
auf das Theorem 



(1) 



kommt, in welchem F eine TöUig willkührlichc Funktion bedeutet. Die 
Traiisrurmation selbst besteht in folgenden Substitutionen. 

£s ist iUculisch 
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wofon man sich leicht durch die einfache Bemerkung überzeugt, das» 

a 

J4ac+(cx — -7) 

181. Nimmt man nun in dem Integrale auf der rechten Seite 

er 7 ~ y folglich (c + <fe = <ly 

und berückaicbiigt, dass l&r xssO, — qq und für x«od ,^=^-00 
wird, sobald it and ü positive von Null verschiedene Grossen sind, so 

crgicbt sich aul der Sklle 



Zerlegt man das erste dieser Integrale wie folgt 

SO erhellt auf der Stelle, dass das zweite Integral rechts dem ersten 

ebendaselbst gleich sein müsse, weil die FuiiKlion ^v('I che iulc- 

griit wird, vtui ^ = ü bis» ^ = — die iiämlicben Werlhe giebl, wie 
von y =1 0 h\& y =s (X) . Es ist dcmnacii 



(5) 



1 

Ebenso zerlegen wir das zweite integral io Nr. (2), uäralich: 
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da min die Funktion 

die Eigenschaft 0{ — y) =» — <2>(+3f) besitzt, so folgt, dass das 
iweite Integral rechts in (4) das erste aufhebt und mithin 



/ 

— « 



/ 4ac -j- if* 



sein muss. Sul)5;titHiren mr dieses Resultat nebst dem in Nr. (3) 
gerundenen in die Gleichuug (2), so ergiebt sich sehr einfach 

oder 

4"''' ? ~ H * 4/* ^^''^ 

Schreibt man a und e (Ar und e^, wo nun e, /a~ uud 
immer poeiti? >u nehmen sind und seist z^yfx^ so ergiebt sich 

fnc + A _ 2/«-i>^ = » /Vc.)^-! 

und wenn man eine neue Funktion F der Art einführt, dass 

abo f{t) ^ F(^/w + %) 
ist, so kommt man auf das hercils in Nf. (1) angezeigte Uesultal; 



(») 



Dasselbe ist noch dadurch einer Vernllgcmcincrnng läliig, dass 
man beiderseits beliebig viduial nach einer der beiden willkübrlicben 
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ConsUintca a oder e Oiirereozirt. Geschiebt diess itmal in Bezug auf a, 
so wird 



(6) 



wobei man die rechte Seile auf folgeiulc Weise weiter entwickeln kann. 

Kennt man die'succcssiveu l)iirerenzia!(juolienieu q'(fi)^ 7 (")» *i \u)etc. 

einer beliebigen Funktion f C«), so gilt für die Differeoziation von 
V (/f ) 03ch 9 die folgende Regel *) 

</o 2 ( (/o) (/») 

» 

* 

^ (/») 1 

wobei die Reihe rechts so weit forlgesetzt wird, bis sie von seihst 
abbricht und die Coellfizienten unter der Form 

(n^r—l) («-t-r — 2) .... jn-^ }) v(n—l) .... (n—r) 

Stehen. Dieses Theorem, von dessen Richtrgheil man sich leicht mit- 
telst des Schlusses von a auf » + 1 überzeugen kann, ist in unserem 
Falle von leichter Anwendiuig , wenn man 

g>(it) c.tt + j:) 

sulzt, woraus iür ein ganzes jiusilivcs p 

(fi^ , — I» (j>) 

(/»") = (2/c/ F^'^ (2/c /r+ *) 
folgt. Denkt man sich jetzt a für v geschrieben , so ergiebt sich : 



*) M. 8. meine Digiofmtialreehnung 8, 93« Formel (15). 
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da 

1 )" F*"^ (2/w+a:) »(»—1) (2/7 F^""^' (2/"r^^+:r) 



— «1 



(/«) 



l)(/i-2) (2A)" ^F^" ^ ( 2/mH-.r) 

2.4 



= (-} 1 / (2/«c + ur) - 

+ *i 

wobei ztiF Ahkärzuog 

(« + /• - 1) 4- r — 2) ( ii — r) ^ 



« « • » ^ 



2.4.0 ... (2r) 



(7) 



gesetzt worden ist. Snhstttuiren wir diess in die Gleichung (6), 

intfgrircu jedes eiuzcluc Glied der Reibe und bezeichnen kurz wie 



folgt 



(n-r) ._ ,/.c 



(«) 



so ist 



• • « • • 



(9) 



Wihlt man hier die Funktion F so, dass man die in Nr. (8) an- 
gedeutete Integration ausfuhren kann, so sind sAmmtliehe auf der 
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rechton Seite der Gleichung (0) steheodc Grossen bekannt und mao 
erhält folglich den Werth eines neaen Integrales von verwickelterer 
Form. 

Durch Differenziation nach e liesse sich aus der Formel (S) noch 
ein zweites analoges Resultat ableiten, das man auch auf folgendem 

kürzeren Wege findet Man setze in dem Integrale links in (9) ars-^, 

so geht dasselbe fiber in: 

n 

~ 7 (7 + «*) V » 



oder auch 



• * V« 



Schreibt man nun wieder .r für z und vertauscht a und c gegen 
einander, so ergiebt sich nach Kr. (9) 



S- 17. 

Dio liauptsächlichsten Anwendungen, welche sich von den Formeln 
(9) nnd (lü) im vurigea I^aragraphen machon lassen, bestehen iu den 
folgenden Spezialisii'uugen der mit bczcichuclcn Funktion. 

I. Es sei F{t)^r* also 

F '(,)=:(-l) e 

so folgt 

1) y « TT"^^^ 
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imd nach Nr. (9) 




und ebenso nach Nr. (10) 




V ö j 2/ac i2y/ac) ^ ( ^ ' 

För c = o vereinigen sicli diese Formeln zu emcr speziciicj'en, 
welche Caucby auf aiidereiu Wege gefundea bat*). 

II. Eine «weite nichl weniger leichte Entwiekelnog gew&hrt die 

Substitulion 

Sie giebt erstlich 
folglich 

*) Emeret€99 4» MatMmatiqu^t 9»« £l«rfff«oii. P«rl« 1836. 

a* 
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ferner weil 
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^ r(X+«-r) (-1) 



isl. 



oder wenn man a: = (6+2/öc)y seUt 



Bestimmt nian den Werth des Integrales rechts, so liudet sich 



(-1) /r r(X+»-r-4) 



Suhstituiren irir nun die unter (3) und (4) gefundenen Wertbe 
für r = 0, l, 2, ... in die Formel (9) des Torigen Paragraphen, so 
ergiebt sich 



/ X (a-|r& 



_5. r(x+n-j -i) 

2/« (4+2/«ii/'*'""*"' 
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oder i&r X -f> II ^ 4 ^ ^ 
■ 



• 



Durch g«iUE die nämiiciien Siibstitutionea erhUt man aus der 
Formel (10) 



•/ (a+ 



oder für n gestUt 



(H-a/SJ)' '''' « (H-VSö"-^ 
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NimiDt man in der letsteren Gleichang «sl, AssO, css], 
80 lasst sich mil HQlfe der SubsUtulion ^ s z der Werth des Inte^ 
grales links ausfindig machen und man liammt dann auf das in §• 4 
bewiesene Theorem zorack. 

Ausser den einfechen Iiitf ^r.ili n L.i< Iif »-s auch noch eine reich- 
haltige Klasse vK'Hacher Integrale wi Irhr su ji t benfalls auf Gamma- 
fuiiktionen rediizireii lassen iiiul von denen die wichtigsten niil- 
tbeilcn wollen, indem wir dabei zugleich die allgenieineu KedultUons- 
melboden auseinander seUen werden, mil welchen die Analysis durch 
die degant<m Betrachtungen von Lejeune Dirichlei, LionYilie 
und Cauchy bereichert wurden ist. 

Um einen bestimmten Fall vor Augen £u haben, bescbiftigen wir 
uns zunächst mit dem vielfachen Integrale 

5« fff'" ^äxdydx (1) 

woiin /-* und Q ein j>aar beliebii;c Funlilioncn der Variablen »/, ... 
bedeuten und ft als eine reelle pohitivc Grösse voransgesetzl wird; die 
Gränzen der einzelnen Inte^Talionen mögen vor der Hand ganz \mI1- 
kührlich bleiben. Da man Q immer als positive GrOsse ansehen kann, 
weil das Vorzeichen Ton P wülkübrlicb ist, so Uegt der Gedanke 

sehr nahe, — durch Anwendung der einfaclislen Formel der Gamma- 

fiinktionen selbst in ein bestimmtes Integral zu verwandeln, indem 
man schreibt: 

= pr— I t e dl 

und diess gilt auch seihst für imaginäre Q, wenn nur der reelle Theil 
davon positiv Ist, was man leicht erlangen kann. Mit HOlfe dieser 
Substitution wurd 
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Hier Itost sieb < niiD in vielen PAUen eine solche Sondernng der 
Variablen Tomebmen, dass sieb das Torstehettde vielfache Integral in 
ein Prodnkt einfacher Integrale Terwandell. Diess ist nioilicb dann 
möglich, wenn sich P und Q so zerlegen lassen, dass 



f»= P .P ,P 

9t y « 



• • « • 



ist, wobei P und Funktionen von x allein, P und Q Funk- 
tionen von allein etc> bedeuten und eine weder von x noch 

▼on jf, noch von x etc. abhängige Grösse, also eine Constante ist. 
Die Differenzialformel in (2) nimmt jetzt folgende Gestalt an 

t e • e " Pe y P e * .... d.r du dz .... dt 

jT y * 'f 

und es wird jetzt durch Vereinigung der Grdssen, welche blos x oder 
Dar y etc. enthalten:' 

Lassen sich nun die einzelnen Integrationen in Bezug auf a;, z, etc. 
ausfuhren, so dass man etwa 

JP^e .... j 

bitte, wobei I in allen diesen Integralen als arbiträre Constante anf- 

triU, so 'ergiebt sich sehr einfach: 

s^^f f'^r^'* dtüvw .... (4) 

und hiermit ist das vielfache Integral in (I) auf eine Quadratur zurück- 
geführt. 

Eines der einfachsten Beispiele Ar diese Reduktionsmethode bildet 
die Annahme: 
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P ssi X e . y e ,% e 

Öas« + aar + /?y + y» + 

wobei die lütegraüuiisgräazeu sämmtlicli 0 und <x> sein mögen. Es 
ist dann 

/— l - MC m— 1 — hu 

P^« « e , = 3f e .... 

roJglich nadi IVr. (3) 

a; 6 e luv = j 



/in_l _6y _r- 



V = I y e e dy = ; 



11* t. t 

loithin nach (1) und (4) 



• . — ^ — datlyäx»*» 



^ rii)r( m) r(n) ... /* ''^t 

J (a + ul/(6+/?<r(c+y<)" ... 

Reduzirt man in dieser sehr ailgemeiucn Formel die Variablen auf 
eine einzige x qnd setzt asl kssI» so wird 

• fle -ße j 
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und wenn man x imd X fQr < und / setzt 

""'f^V (l:i-<^/' 

Man kann hieraus noch anderweite Reanitate herleiten, wenn man 
nach einer der Grfesen X oder fk dilTerenzirt. So giebt die Difleren- 
xiation nach X 



I 



* 1-1 
.r Lt tlx 



oder weil 



ist, wobei C die Gonatante des Integrallogarithmus bedeutet, 

feite — ir r(X) j d a^ , 1 V _« 

(i+^f ' ~ ^mJ ' 

Ninunt man in der Gleichung (5) «s=frs=«; ... a= 0, so ergiebt 
sich sehr einfach 



j Q 



7-1 «^1 n-l 

^ dxd^dz 



___ r(/)r( m)r(it) .... r(ji«-^i—m— « — ,....) 

a y .... jr(^i) X 
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Man kann dieses Resultat noch verallgemeinam, wenn man iflr 
y« n^uo Variable der Art einfüiirt» dass 

f / 

s ♦ y— ^ » f • • • • 

ist« Die Differenzialforntei links gebt daun über in 

!>/ — i qm — 1 r»— 1 

...jHp.JL^ \ V^«««*««- 

während sich die Integratioosgränzen nicht ändern. Setzt man nun 

»sl, ««a , ßsssb , »'BSC, elc, ... für ig, und 

^ m n 

— , — t — , etc für /, m, ... so ergiebl sich 
p q r 



II! 



l—\ m~l n—l 



r r, »• — ro.--L-^--=^ - ....) (8) 

fifr ... rC^)« 6 r .... * 



Für KssO wird das Integral auf der rechten Seile in (5) meinem 
rein algebraischen, dessen Werth besonders in dem Falle, wo I, m, w, ... 
ganse positiTe Zahlen sind, leicht gefunden werden kann. Man serlegt 
nämlich den Bruch 

I 



<a+iio' ii»+ßtf (c+r<)* .... 

in seine i^ariialbriK ho und bringt so das üaglicbe Integral auf eine 
Keihe anderer von der Form 



j. 



r-I 



l dt 



worin man iiss^x seist und das neue Integral: 
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. (»+*)' 

mit ilülte (•aniiniUiinkUuHcjj ausdrückt. 

Sind in der Formel (5) /u, /, tt, ... sämmtUch ganze positive 
Zahlen, so lässt sich der Werth des Integrales rechts Tdllig entwickeln. 
Znnächst ist nSmUch nach dem Vorigen klar, dass man das Integral 
auf eine Partie anderer von der Form 



J. 



t dt 



rediiziren kann, worin wir das nanmefar ganze positive p — 1 mit r 

A 

und ^,niil X bezeichnen wollen. £8 kommt dann nur darauf an, den 
Werth von 

/ dt —*i 

• (9) 



zu Qndcn, weil man hieraus durch Division mit B"^^ und nachlierige 
Substitotion von « — 1 för f das obige Integral wieder herleiten könnte. 
Bezeichnen wir nun mit fi», X) den Werth des Integrales 



so crgiehl sich duixh ruialigc DifTcreiizialion nach x 



/*" df _*/ . - / X) 
— e ssn f — 11 



und durch sroaiige DiÜerenziation nach X 

/+* 

a f t/r wi TU 

(—1) 1.2 ... « 



rf r r+s 
I ^ » — *^ r - 

J, a+0 dx 



ScUiinilck, Stadien. 
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d. i. 



m 



t dt ^ ^> 

« =s ^- < 



1.2.3,.. t 

Das Integral m (10) findet sich aber sehr teidil tml Hälfe des 
Iiilegrallogarithmus. Nach der Deümtiou desselben isl lüiailidi 



ß 

dx 



und weon man hier 

m — m 

seut» M wird 

und da (ftr ^ese^' mul jrsO, z die Wertbe ss=:0 und zsco be- 
kommt, so isl jelil 

• dz 

e 



oder 



woraus (iOr ssji(, asjtl, wenn nun le eine redle positiro Grösse 

J —e =-e ß(e > 
womil iL) gerundcD isU liie io der Gleichung 



llil -«I (-1)^ d*^ 



f. 



et -«I (-1) d^ f »1 
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angedeuteten Differenziationen sind nun leicht auszuliihrcn , weil ver- 
mfige der Definilion des Integrallogaritboras die Formeln gelten : 

dm^JL oder ^^^^tl, 
du ht d» ^ 

Ein nicht minder bemcrkenswerlhes Beispiel für die in ilen For- 
meln (1) bis (4) auseinandcrgeeetrte Reduküonsmethode iieleit die 
Substitution 

« + cur + /Sly + y2 4- •••• 
wobei sämmdiche Ihtegrttionsgrtozen 0 und « sein mftgen. Es wird 
jcut unter Anwendung der Formel (25) in §. 14 föp 6^=0, 

^""A — 



Uf s. f. 

wobei wir lur Abkflnnng 

C + ia«a, C+/^=*6, C+// = c, .... (H) 
setzen wollen. Nach Fonnd (1) und (4) ergiebt sich nun unter der 
VorausseUung, dass »Variable wibandcn sind 

rf/'...ii^''^'->^..... 

«/ ()t + o;r + /?y + F + •••) 

^ „_J r*f'*-^e^"'(a+Ä)(6+Ä)(c + Ä) .... (12) 

Der Werth des Integrales recbU kann immer angeg^en werden; 
denn durch tulwickelung des Produktes (a+ft)(A+Ä) • 



Digitized by Google 



100 Cap. IV. 

sich das lulegral auf ciae Heihe aiiiiert>r, weldio uuler der gemuiu- 
sdialUicUeo Form 



I e {U) dt 



stebeD, worin i eine positive ganze Zahl bedeutet. Andererseits ist 
aber das vorliegende Integral 



A 
dp 



und diese Difloronziation isl leicht ausiululiicu, vvemi üiaii »ucccssivc 
immer dcu ^dXi aiiweudet: 

dr(p) dirjy) 
-dT^^^'^-dT 

f ^ . I »'—1 . 1 »^ — 1 . ^ »^ — 1 . ) 



.\Mlit immer sind, wie in Mslier betrachtrlen Integralen, die 
Grrmzen lür die cinzeliicn lutci^raüuaen unniillelbar bestimmt, im 
(legenllit il Ivomuil sogar bei den meisten vielfachen Integralen und 
zwar fast bei allen donen , anl welche man in (irr mn!hpm;\li»clieii 
Physik stnsst, der Fall vor, dass nur eine liedingung angegeben isl, 
welcher die Variablen der Integrationen genügen müssen. Will mau 
z, B. den kubischen Inhalt einer Kugel mit dem Ilalbmesser t nacb 
der Formel 



/// 



dj: dy dz 

bestimmen, su muss man «Ii*: Irilt groüonsgränzfu so bestimmen, dass 
'C, y, : kerne anderen Werüic aiiuebmen, als soldie, welche die Be- 
dingung 

ar* + + ^ 
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erf&lien; deiui wenn wir uns as, x als Goordmaten irgend eines Punlited 
denken, so darf sich die Integration (Addition der Qemente) nur auf alle 
die Punkte des Raumes erstrecken, welche nicht ausserhalb der durcfi 
die Gleichung ^ + ^ + — i^ charakterisirten KugeUUiche liegen. 

Im Allgemeinen ist nun die Reduktion von dergh itlien vielfachen 
Integralen viel schwerer als die von soklion, in dciu-ii die Giaiizen 
iiiimiUclbnr beälimmt sind; es gi<'l)l .djcr eine Füiim derselben, bei 
we!(:b(?r dn'se Ue(hiklioii durchaus k(;ineü Srliwit-ri^kcilea UUlerliegt, 
die gedachte sehr allgemeine Form ist nämhch folgende 

in welcher a:, i/, ... alle diejenigen posiliven Werlhe annehmen 
sollen, die der Bedingung 

^ + if + *+..^x (2) 

Genüge leisten. 

Setzen wir zuv&rderst nur zwei Variable x und y voraus, so ist 

und wenn wir das integral in der Form 

5 = Jx ~^ dx yiv*" * tX-^+ifit^y 

darstellen, so sind die Wertfae, welche y annehmen kann, offenbar in 

dem Intervalle ;/ ==0 bis y = x — x enthalten, nachher aber steht dem 

norli der Spielraum von u. =0 bis oilcii; in der That er- 

luileii auch jedes y zwischen 0 und x — ar, und jedes x zwibchen 
0 und X die aulgesteilte Bedingung. Es ist demnach 

X X — ac 

In so fern das niuh »/ genommene Inte^Mal euie Funkti(»n v<mi 
a und X allein darstellt , möge hier im- Abkürzung : 
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/ A«+3f) dg = F(ar, u) (4) 



sein, so dass 



wird. Durch DiffereDtiation dieser Gleidnuig linier Beröcksicbtigung 
des SatMs: d»» filr 

utid vou H abhängige a uud ö, 
ist*), ergiebt sich in unserem Falle 



*) Gldit mae In der Gleiehoeg 

5« / 0(x,u\dx 



dprii " einen Zuwachs //i«, so werden, weW a und fr von m abh<tn^rn sollen, 
etwa a-^ äa and b-^ M an die Stelle vou a uud ^ treten lud 5 wird tun JS 
»uieliineii. Hienuu fulgt 

Zerlegt naa das erste lategial la die drei aadeiea 

and dividirt oacklicr mit J«, m ergiebt sich leicht: 
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Aus Nr. (4) folgi aber umniUelbar 



" > (A) 

Sebtea wir das uibestinunte Intagial 

y 3>(*. x) «/JT = "¥{30, n) (B) 

so Itt 

JB 

und durch Uubergaiig zur (nauie für uaendlich abnehmende J* und 

nach Formel (B) ist aber 
nad aaeli des Yoiigea 

1 r^"^* iift 

^ j^J Ö>(^* — «>(^a) (C) 



BiMnso Ist 



1 Z^^' . da 



BcrücksichUgt wul «adllch, data aater dea bereits aaf S. 6 aagegebeseii 

Umständen; 
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und also nach dem Vorhergellenden 



dS 



oder wenn maD w^ttt seist 

dS Um^i . . t-l m~l , 



m r(,„) 



und umgekehrt 

V 

- _ /'(/) r(m) ( fU^-i .... ^ ^ J 

WO nun die Constante so bestimmt werden muss, dass itir x = 0, 
S^O wird (gemäss Nr. (5)). Es ist mitbin 



S = 



oder auch wegen der Bedeutung von 5 und wegen der Gleicligüliigkeit 
des Inlegrationsbucbstabens 



o • 



(6) 



ist. und rrpjit niil Beiiutznnj^ der Glcii 1iiiri:;oii ((l), (D) imd (E) in (A) zar 
Gr.iiu)' dir i!nfndli< It ahnelimende ^» über, so ergielit sich uoaiiUeUiar die iu 
Texte angerührte Formel. 
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Etwas rascher gelangt man xa demselben Resultate, -wenn man 
in dem Doppelintegrale 

o » 

erst y=t^x also dg^dt and nachher x^U, also dst^tdt 

setzt, wolür man kurz sagen kann, dass x-j-st, y = (l — s)t genom- 
men und in der ersten Substitution s in der zweiten t als neue Ver- 
änderliche betrachtet worden ist. Es wird dann 

ffx'-'f~'f{x+},)<h:djf = ff .'"'(!-.)""' ('+"-* /II) dl 

^ fi-\i-.r'ä. ß*-'mät 

' Die Gränzen für / bestimmen sich durch die Gleichungen 3/ = 0 
nndysa« — x, die hier in (1 — 1)< = 0, (1 — i)<=sjt — U über- 
geben, woraus (asO, folgt; die Grftnzen für s ergeben sich 
aus den Gleichungen «sssO, x^san, oder <«asaO, <«sx, nämlich 

1 = 0, i=— , oder weil t nach Ausfübrung der ersten Integration 

den Werth » angenommen hat, und «asl. Mittelst dieser 

Snbstittitionen kommen wir auf die Formel (6) xurflck. 

Betrachten wir jetzt den Fall eines dreifachen Integrales, oder 

f^''^dx Jy^'^dy fz'*''r{a: + y'^z)dx 

« + y + « ^ « 

so kann erstlich x das Intervall 0 bis x durchlauten, dann müssen 

aber $ und t so gewählt werden, dass y + s^» — ^ ist; bezeichnen 
wir » — «zur Abkürzung mit so befinden wir uns mit den Inte- 
grationen, in Bezug auf y -und ; iür ^ + z^k' gairz in dem Falle, wie 

früher mit den Integrationen in Beziehung auf x und y tür x + i/^n* 
Es ist demnach 

5« / x^-'dx J f'^!/ J »""V(*+y+»>««» • 

7* 
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Das Doppelintegral 



f.. .. 



läflst sich aber nach der so eben entwickelten Regel Nr. <6) auf das 
einfachere: 

reduziren und wegen h=ssk — wird nun 

und bei nochmaliger Anwendung düisolben Regel 



oder wenn man wieder < Mr n sebreibi 

r(/) r(m) r(») ^ 
r((+i»+ii) ''^^ ^ ' 

Man übersiebt leicbt den Fortgang dieser Heduklionen. Bei vier 
Variablen jr, s. B. wo 

X + y + « + « ^ « 

sein soll , kann man crsUich x von 0 bis x gehen lassen , und muss 

dann x, « so wählen, dass y + x + *^« — * ist, wobei * — x=% 

sein möge. Um nun wieder die Bedingung + zu erfüllen, 
giebt man y alle Werth« ?on yssO bis ys»' und w§Iilt t und < so, 

dass z + J^x' — y *^ x" bleibt, wo x" zur Abkui/iinj,' dient. Endlich 
lässt man : von 0 bis x" gehen und setzt «i=x" — i. Es. ist dem- 
nach bei vier Variahleu für: 
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»9 



miU wenn man das dreifacbe Integral in Reziiir anf »/, t. « nach 
Fornifl (7) und das nachher üLrig bleibeudc doppelte uach Formel (6) 
redu2irl, so ergiebt sich 

und überlNiupt gUt die aUgemeine ReduktioosTonnel: 

JJJ' • • y*"' +y +* + . .) «^-«^ '(y • ♦ • 



7^(0 r(m) r(n) ... r ^1+1»+»+...— 1 ^.^j ^ 

4-M 4-...) 



(8) 



wobd die lotegrationeii aich auf alle die positiTeii >, er- 

stieoken, wdche der Bedingung 

« + y + * + •'•• ^ « 

Genüge leisten. 

Eines der einfachsten Beispiele für dieses sehr bemerkenswertbe, von 
LiouTiUe gefundene Theorem giebt die Supposition ff = 
Wendel man auf der rechten Seite die Aeiatiou ^ r r(l 
an, so wird 



f f y... X ^y*" ^ t * ... dxd^di 

r(0 r(m) r(«) . . . . i-i-m^n-^.^ 



Für 



«-(!)'• •• 

und K = 1 crgiebl sich bierayu» letcbl : 
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a c .... r(i) r(w/) r(ii) .... 



wobei die Bedingung 

erfüllt sein muss. Schreibt man noch x, $t t Gir i, i und 
— t — , — . ... filr Kl, «, 60 gtititgt man zur fokead«! 

p 9 r 
Formel : 



y* J^J* * • • ' 3f*~* • • • dxdf/dt ... 

, r(-) r(-) r(-) ... 

g 6 c ... ^ ^ 

PT - ^(1 + 1 + ^ + ^ + ...) 



\ 



(10) 



wobei sieb die Integralion aui alle positive, die Bedingung 

erAiltende ^» jf, i, ... erstrecJ^L 

Die soeben aurgesldlte Fonnel dient xur Anlldsung einer grossen 
Ansebl von Aufgaben über die Beslimmung der Tolumina, Schwer- 
punkte und TrSgheilsmomenle verschiedener Körper; so giebt i. B. 
die Formd 

JJi P9r ru + i + l + i) 

dun liili.'di desjenigen Raumes an, Nvelclior von den positiven Theilen 
der Coordinaieiiebeneu und der durch die Gleichung: 
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charakterisirtcn Fläche begränzl wird. Sind Py q, r gerade Zalilen 
oder Brüche, welche dergleichen zu Zählern haben, so ist jene rklche 
eine geschlossene, die durch die Cuordinatenebenen in congruente 
Octanten zerlegt wird , und dann ist der blos von der Fläche einge- 
schlossene Raum das Achtfache des obigen Ausdrudcs. So findet man 
z. B. mrpas^aasrsz, dass |aöcji der cubiscbe Inhalt eipes EUip- 
soides mit den Adisen a, ^, c ist, und ebenso leicht, dass der von 
der Plädie 

(f)* + (i)' + (7)' - » 

hegräiute Raum durch 

^1 — 

abhängt, welches auch zur Rektifikation der Lemniscate dient. 



Dnrdi EinfOhnrng neuer Variablea kann man fibrigens die gefun- 
dene Gleichung 

X dx / |f"*~ rfy I sT^ dz... / ©*~ + y + + 

_ r(i)rim)r(n) .... r js) f" 

noch auf eine andere ^ebenso elegante als brauchbare Form bringen. 
Setit man snn&dist a?»»^^ und beracksicfatigt, dass Oberhaupt 
immer 

wix)dx^ nn-&di 

ist, so geht die linke Seile in: 
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(«-5/'«/$ fy^^"^^ ff'^^'- ^«''~V(«-S+jr+-+»)rf«' 

über. För — 9f nun 17 die neue Variable und | con&tant 
für di« Integration nacb ^ ist , wird hieraus 

• • • , 

fttbrt man (tt»eriianpt statt der liruheren Variablen or, 3p, s, ....«, « 
die neuen 17» ;t, ein, weiche mit jenen durch die 

Gleichungen 

ar = x — g, ^ = iS — ^, 2 = 1? — ...» — w 

verbunden sind, so .ergiebt sich ohne Schwierigkeit 

_ m r(m) .... r(s) r" i4-.+«.+^i 

Setst man weiter /'(»^»)s<D(«), also f(ß)ms0(tt^(^ und 
substituirt auf der rechten Seite statt i die neue Variable » — t, so 
gelangt man au dem sehr eleganten Theoreme: 

« 



- f(/+m+...+.) y - »> • 



Von bcsoudercm Interesse ist liier der Fall 
in welchem wir 
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setzen ifollen, woraus 0(T)s9'(r), also ancb 0{m)sssip'{u)) folgt. 
Es wird dann: 



• • • 

» r(i) r(m) ... r(#) (^'W - 

und da liier x ('1110 ganz wHIkülirlichf* Grösse bezeichnet, so dient 

diese Furmel u. A. auch um eine wilikührliche Funktion in ein 

Tielfacbea bestimmtes Integral za verwandeln. — Reduiirt man die 
Terscbieclenea Variablen auf zwei, so wird mal — l 

und hierin spricht sich ein zuerst von Abel auf anderem Wege ent- 
wickeltes Hesultal aus *). Man kann dasselbe auch in etwas anderer 



in Crcile's Journal Bd. I. 8. 153 beweist Abel zuerst den speziellen 

Fall <f{n) = »**, was miltotst der Substitationea ifsf», {«e«» Bebr leicht ist 
In der so eotstandenen Gleicbnng 

^eht nnn der VerP. a als Tariabel an, niltiplliirt be!dcr<;eits inil/(«)4f«, inte 
grirt aavh a zwischen wUlkährlichea (Srftnzen and setzt dabei 



wodurch er ebeafalls zum allgeiueiiieu Theoreme gelangt. Diese Ableitung ist 
Jetfoeb niebt streng, da man nicht Toraossetsen darf, dass sieh jede Fanktion 
durch ein bestinmtes Integral voti obiger Form ansdrückm lasten nnss, 
•der mit anderen Worten, es fehlt der Beweis, dass die Gleichnng 



worin /(^) eine noch zi bestimmende Fanklioa Ton ^ bezeichnet, für jedes 
gegebene f («) aaflosbar ist. 
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Form danteUen,. mdem man sagt: aind zwei FonktioDen 9 and ^ so 
mit einander veil>onden, dass 

ist, so erh&it man umgekehrt 9 dorcb ^ ausgedrfickt mittelst der 
Formel 

9(«)-^(o) = 'jlL^^ j\n^l)^'i,Q)d$. (16) 

Der geniale, leider to frfib ▼erstorbene Urheber dieses Tbeoremes 

macht hiervon eine sehr nette Anwendung auf das dynamische Problem 
vüii der Bewegung eines schweren Punktes auf einer gegebenen Curve. 
Denkt man sich nämlich in einer Vertikalehcne eine Cnrve construirl, 
durch den tiefsten Punkt derselben, der ab tunnlinnlenanrang genommen 
wird, in vertikaler Uicbtung die Aebse tier u: gezogen, so wird der- 
jenige Bogen der Curve, weichem die Ahscissen x = 0 und x = h 
entsprechen (dessen Projektion auf die Abscissenachse =sA ist) in 
der Zeit 

durchlaufen, m welcher Gleichung di das Bogenelement der Curve, 
dt 

also ^ die momentane Geschwindigkeit des Beweglichen im Punkte xtf 

ttod g die Bescbleunigung der Schwere bexeichnet In dieser Formel 
ist nun 9 als Funktion von x gegeben etwa t^f(x) und man findet 
die Abhängigkeit des I von h etwa i=syj{Ji). Kehrt man nun die 
Angabe nm und verlangt diejenige Curve zu finden, für welche die 
Falhdt I eine gegebene Funktion von h ist, so muss man nmgek^'hrt 
M durch t oder 9 durdi rp ausdrücken. Vergleicbl n)an (lä) uni (IT), 
Indem mau r] = x, g=sA, und ff{a:) :\f uy für 9(0?) setzt, so 

wird v^(^)s5V/(A)3s| «od die Formel (16; giebt jeUt 
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ote waim mm » ßac ^ bdiebiga « fidureibt und bemerkt, daes (Qr 
««aO sich der Bogen 9(^7) aimidlut 



oder 



wobei constant (Qr die lalegration nach k bleibt Hat man auf dl«se 
Weise $ als Fünktioii von « bestimmt, so kann man nachher die 
CUeidmng der Gorre tn reditmnUiclien Coordinaten mittelst der 
Foimd 



entwickeln, wobei die untere Integrationsgrfinxe sich ans der Bemeiknng 
ergiflbt, dass Ar «sO auch jr^O sein mnss, weil in diesem Falle 
schon «s=0 war. 



Die erste unter den Methoden, welche vorhin zur Reduktion des 
DoppeUntegrales 



dienten, eignet sich vorzQglicfa inr Transformation aller unter der 
allgemeinen Form 

siehenden Integrale und diess ist in so fern von Werth, als das Problem 
der rnm[>ln!iafinii von Oberiladicu immer auf solche Int^irale tübrU 

Schiomilcii , iiaalyl. Studien. 8 
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Wir sehen nimlicli «S als eiiMi spMielieu Fall des aUgcneinerai late- 
grales 

/" ^<*.«) 

au, worin n eine inUkührlidi in <f)(jr) eingetragene Constante be- 
zeichnet ; zugleich setzen wir Toraus, dass die verallgemeinerte Funktion 
q>(a;^n) für x= 1 aut 7>(a?) zurückkoiutue und Tüi' j; = x sich an- 
nuhire. Nehmen wir zur Abkürzung 

dg fix, 9) » IV,») (3) 

also 

SO ergieht sich jetzt durch partielle DüTereoziation ui llezug auf * 



Zufolge von Nr. (3) ist aber 

— ^ = ,)J • 

Die SidMIiWIioii bäder AusdrOcke ra (4) giebt jelit 



oder 



T « y'd« j"f[^, .)J rf» + Chili . 
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Nimmt man »»1, «=0, subtrahirt die beiden so ontslehenden 
Werllic des T von einander und bemerkt ilalx'i , dnss iiir k = 1 das 
lotcgrai T in S und für^x = 0 ia ISuU übergeht^ so wird 

a = f'd. f fi'M', »» (^^) rf» . (6) 

Es ist selir leicLt, dem nach x genommenen Integrale ebenfalls 
die Gränzcn 0 und 1 zu verscbaflco j in der Thal bedari es hierzu, 
nach Ausiüliruug der durch 

« 

angedeuteten partiellen Diflferenzialion , nur der Substitution .r = x9, 
wo ^ eine neue Variable bezeichnet. Man hnt dann das mit variablen 
btegrationsgränzen versehene Integral in (1) auf ein anderes mit con- 
stanten Integrationsgränzen zurückgenUirt und diess ist fllr die Re- 
duktion des üragltdken integrales deshalb ein wichtiger Schritt, weil 
in der neuen Form die Anordnung der Integrationen der Willkühr über- 
laasen werden kann. Um hiervon gleich em elegames Beispiel su 
haben, wollen wir voraussetzen, dass sich in dem Integrale 

« 

die Integrationen auf alle positiven« die Bedingung 

«* + / ^ 1 
erföllende w wid y beziehen sollen, woraus 

folgt. Setzen wir nun 

so genügt die verallgenieiaertc Funktion ^»(ar, x) den Voraussetzungen 
9 (a:, ij = 9 (x) , ^ (k, x) = 0 j zugleich ist 

^ dm ' ar" 
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and mithin naeb Nr. (SQ 

woraus für x^%9^ folgt 
oder auch durch Umkehrung der lategrationsordnuDg 

Man iPiid gleich IShersehen, dass es imzlhlige Fdle geben wird» 
in welchen sich entweder in («> oder (7) die erste Integration bewerli- 
siclligen lässt und in allen diesen FSUen fiihrt man die Complanation 
auf eine Quadratur Xttraclt. Nimmt man bdspieisweiiB 

so ergiebt sid» auf der Stelle aus der Vergleichnng der inuden Wertlie 
Ton S 

Setst man zur AbkOrzung 

/J*^» + a*a— ^ s=oi» W 
und führt eine neae Variable «sx* ein» so erbSIt man unmittelbar 

„ l /•'_?[*_ ii + 1-£ /(•±5)| (10) 
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nie man durdi AnsflOiniiig der Integration nach * olme Scbwierigkeit 
indet Statt nun ßr m sei&en Werth ana Nr. (9) zii snbstituiren , be- 
halten wir diese Grösse gleich als neue Variable bei und entwickeln 
f{^; /l— mit Hülfe von ta. Aus Nr. (9) folgt dann 

TU? 



woraus d9 und /l— ^ leicht ahiideiCen sind. Beradnicbtigt man 
endlidi noch Jn Nr. (10) die Formel 



f. 



d& n 



so erhält mau ohne Schwierigkeit 



(») 



Diese elegante Formel dient zugleich zur Complanation des drei- 
acfaaigenEUipsoide. - Wendet man nSmJidi die allgemeine Gomplanationa- 
fonnel 



auf den Fall an, wo 

(4)"+(i)'+(iy=^ 

oder 

«-«f -(!)'- (t)' 

ist, öclzt zur Abkürzung 

1-^ = ^'. l-i^a' 



Digitized by Google 



118 



Cap. IV. 



■nd dehnt die lategrationeii 00 «ofl, dm ü die lUche de» voo den 
positiven nieilen der Abtcigeenadieen dardttdinittenen Octanlen des 
EUipsoidfl daralellt, sa findet man 




unter der Bedingung 

ii)' + ilf ^ 1 

w'iQ man leicbl sm einer einfaclien gcometrisclieu Betrachtung abnehmen 
wird. Für §ss«br, 11 wird liierans 

«■ + ar" ^ i 

, und milhio wird nach Formel (11) die Oberfläche eioee OcUmlen dce 
dreiachsigen filUpsoids durch 

ausgedrückt Dabei sind « und ß die beiden Escentridtiten des El- 
lipsoids und zwar, wenn «>6>>c, « die kleinere, beide aber ächte 
BrQche* Dass dieselben in unserer Formel sugleich als Grämen des 
nadi m genonunenen integrales aoftretun, ist eine eigentbOmliche Er* 

scheinung. 

Weitere Details über diese Methode sur Reduktion doppeller Inte- 
grale würden hier um so ubcrflGssiger sein, als wur namentlich im 
zweiten TlieiJe dieser Schrill viel allgemeinere und eipediliverc Mittel 
zur Redttkiion solcher TieUhcher Integrale, In denen wiUkäbrIldie Funk- 
tionen vorkommen, aufzeigen werden. 
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Die Ilaiiptschwierigkcit bei der Bchnndluns derjenigen vieirachen 
Integrale, in denen die Inlegiationsgrrinzcn Mos durch eine oder meh- 
rere Oedinpun^sgleichungcn beslimnu \\<'rden, besteht, wie man aus 
dem Gedankengange der vorigen Taragraphen leichl abnehmen wird, 
darin, dass hier die Anfeinanderfolge der Integrationen unabünderlich 
vorgeschiieken ist, indem die Integrationsgrunzcn für die erste Variable 
Fiukiionen der zweiten Variablen, die Gränzen für diese wieder Funk- 
tionen der dritten Variablen etc. und erst die Inlegrationsgränzen für 
die Jetite Variable (früher a) constante Grössen sind» Diese feststehende 
Ordnmig beraobt uns der Mdglichkeil, eine Umkehntng der Integrations- 
ordnmigen tonunefaBieii, «eiche nur bei durchweg eoostanten Grinsen 
anwendbar, dann aber auch etnes der mlcbtigsten Hülfemittel sorTer- 
wertfanng fielfadier Integrale ist. Es dringt sich daher von selbst die 
Frage auf, ob man nicht durch irgend einen Kunstgriff das fragliche 
vieUkclie Integra] in ehi anderes TerwandeUi könnte, dessen Integrations- 
gränzen constante Grössen und womöglich 0 und oo oder — oo und 
-f- CO Sind, weil man viele Integrale der letztcrcii Art ki iuit, Dicsuii 
Gedanken bat Lejcunc Dirichlet auf die folgende ebenso cioiacbe 
als geniale Weise ausfüliren gelehrt*). 

Um einen bestinmiien nkhi au comiiUzirtea Fall ver Augen in 
iiaben, sei 



dns gegebene vielfiiche Integral, worin die Iniegrationsgrlnxen unter 
Voraussetzung positiver :r , i/, 2, ... durch die Bedingiuig 

bestimmt werden mögen. Gesetzt nun, man könnte ein Integral 



*) M, S. Abhandlungen der K, AJutdrmin der WineUichaften tm 



lierltn; ttui dem /mkre i638, enohtanen 1841, S, 61 der matlMwuUUehem 



S« 21. 




(1) 




(2) 
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auftreiben, daes l&r alle Werthe der darin enthaltenen «UUuUirlichen 
Gonatante weiche unter der Einheit liegen, fiasl dagegen für alle 
9>1, i2sa wSre, so würde man weU der enle Fall 9<1 mit 
der Bedingung + y4-s4---- < ^ eonform iat» auch eagen kön- 
nen, dass 



aufiiaUt, und dabei würden y, s, ... natfiriich als willkührliche 
Constanten in Bezug auf die Integration nach m erscheinen. Betrachten 
wir nun das Integral 



so erhellt auf der Stelle, dass es mit iS so lange identisch ist, als 
;P^.y^.x + ...<l bleibt, dass es aber verschwindet, sobald 
;r-|-y4-s+..«^l aosffiUt. In dem Falle endlich, wo a:+^+2+-~I 
ist, annuUiit sich das Integral you selbst, welchen Werth auch der 
Faktor i2 haben möge, weil es sich dann auf eines seiner unendlich 
abnehmenden Elemente reduiirt*). 



*) Handelte es sieh s. B. tun die Cobatsr des Ellipsoids, so wäre das 

Integral J^f imigi» so sa nekmeB, dass ^y)' + + ) ^ 1 

bleibt, d. k. es wiran alle diejenigen KörpeteleHente sn addlien, deraa Goar- 
dlnaiea x, y, s, die obige Bedingang erilUlea. Vea diesen BlsMeatea liegen 

die, welche der ümglcichiiDg ^jj + (y) + (7-) < > gen»««»» !»• 

nerkalb der begrKazendai Fliehe, and die, für wetehe ^"j* + [l)'^ (t) ~ ^ 

wird, avf der geaaantea Fttehe. Da aiaa sieh aber die Blenenle als ancadHeth 

abnehmend zu denken hat, so bilden die Elemente der letzteren Art die begr&n- 
sende Flftche selbst and liefen keinen Beitrag zan Volasien des fiagückeaa 




m 



ist jenachdem 
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Aus diesem Allen lusammen folgt, den S immer denselben Werth 
hehslt, man mag nun die Integrationen nach den Gr&nien reiTichten, 
ipvelche der- Bedingung x-^ y z -\- ... genügen , oder nach an* 
deren und zwar grösseren; man kann daher auch behaupten, dasa 



= J* J* J ... Fij-, y,Zy ,..)dxd^dz»*, J /*(w,a:-fy-i-j+...)da» 

ist; denn denkt man sich das integral in seine Elemente zerlegt» so 
scheidet der Faktor Q von selbst alle diejenigen Elemente aus, fftr 
welche x-|-jf + <+*<*^l Da nun ausserdem S^^S ist, 

so haben wir 



J*fJ* * ' • yi *")dxdydx ... 

III ... F\Xty^Zf..,)dxdydz... 1 f{ü},x-\ry-\-z-\'...)dü). 



(3) 



Hier steht nun zwar auf der rechten Seite eine Integration mehr, 
aber dieser Nacbtheil wird durdi den Yorlhei] constanter Grftnzen weit 

aufgewogen. 

Da iiuii Alles darauf ankommt , ein Integral i5 von dt n olim.inge- 
geheuen Eigenschaften zu haben, so lllu^^^e^ wir un^ ziinäclist nach 
einem solchen umsehen. £s ist aber für lediglid) pusitive c 



f. 



und hieraus ergiebt sieb leicht: 



KArpen, oder ei ist Jff*» dy d« « 0, sobald ( (^)' + (7)' - » 
wird, (iaas ebenso TerhAlt sich die Sache mit dea lategralea 8 and S% so 
tes es elaerid Ist, ob aum die Bedhigniig »H^fs-f ..*< 1 oder x4f4*«4*'»^ 1 



8» 
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-|- shi (fi — fji 



sin f)t cos ni 1 / sin (h + a)f -f 

I^t-'^-tI i 

folgUcb in ilem FaUe b^a Jedes der Integrale rechte und 

/nnbtcosat , 



Dagegen wird für 6^a 

— ^ = 2 i ^'-^ Tj. — I * 

I 

und da hier a — b positiv ist, 

Selzen wir noch 6=1, o = o, l = w so folgt: 



n m 



coiwdm s 1 Ar a<<l 

= 0 „ a>l 



(3) 



UDd atoo erfilUt das verstehende Integra] die Bedingungen , welche dem 
Q auferlegt waren*), und wir haben denmach lu Folge der Glei- 

chdng (3) für: 



*) Die Aattadoig dei lategrAles Sl, weichet Lejeane DIrIchlet sehr 

passend den Diskontinnitätsraktor nennt, steht hier noch als ein Ter- 
einzpllff Kanstj^rilT d<s Calcfils. nai»cf;on werden wir im zweiten Thoilo dioper 
Schrift zeigen, wie sich dergleichen Faliktoren in beliebiger Menge eutv^tckeln 
laieea oad dsss es namentlidi eelr leidrt Ist, ein hitcgral anzugeben, dessen 
Werth dse gsas helleUg» FuiktioB /(•) oder NoU Ist, jMMcbde» 0 iaaethslb 
oder aoBserhalb eines ;;egcbenen Inlervallcs 1 bis s fällt. Der obige , bis jetzt 
der einzige bekannte, Dlskontinailitsraktor ersoheint daUl a«r als die Sfafacihste 
Spezialisuiuig/(o)ss 1, laeO, msI. 
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die Formel: 

^ r r' r 



• » • 



0«* 

Bemeikt man noch> das« eoi oo» der reelle BesUadtbeU ron e 

ist (t = — 1), so kann man statt des Vorigen auch sagen, dass 
das Integral: 



J'J'J^' • ' ^ i^i *» • • •) '^•'^ äff dz ... 

+ y 4- * 4- ... ^ 1 
die reeUe Partie des folgenden ausmacht: 

— I I / • ♦ • ^i^t z, . da: äif dz ... 



(«) 



sin M +« + ,»^mi 

— — e um • 



Mit welcher ausserordentlichen Leichtigkeit sich dieses sehr allge^ 
meine Theorem zur Verwerthung vielfacher Integrale anwenden läset, 
mögen die folgenden Beispiele zeigen. 

Es sei 



'(^> 9* = « y s .•• e 

so würde es sich nach f<r. (7) uiu den reellen Beslanülheil von: 



(8) 



41 
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9 f f <— 1 — , «"-1 — .»y - I «Ii ftf 
— I I e cte.y e <qr... I 

handeln. Statt nun zuerst nach ai und dann nacb x, ^, ,.. zu 
integriren, kann man hier zuvor nach ^> jf, • - • intcgriren und die 
Integration nach to bis zuletzt aufsparen, so dass das Integral in 

Übergeht, wolxi jetzt die Variablen 2, ... so gesondert sind, 

dass die Integralionen nach densolhfn sich auf ein bloscs Piudukl ein- 
Tacher Integrale reduziren, deren Wertiie sehr leicht anzugehen sind. 
Man erhUt ndmUch 

2 I sin (ü *'(lio 

^mr{m)rin),,, I 

üud der reelle Theil hiervon ist der Werth des Integrales 

f f f / 1 «-1 l ^«(«f y-l-«-!*...) . , , 

j j j X y t dxdifdz ... 

Iurd: + y + »+ ...^l, 

wobei nur positive Werthe von ^, z, ... Torausgesetzt werden. 
Ist nur eine Yariable. x vorhanden, so folgt hieraus 

die reelle Partie von — / • — ~ — , 



- «X , 

e ax 



und wenn man / + w + » + . • • für / setzt ; 
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(0 dfa 



2 I sin i 



' die recUe Partie Ton — ■ • ■■ j_ i 



+«+■ ) j' 



■«••|-tt-^.,.«l — a» 



ttnd wenn man diess fiir das Vorbei^ende benutzt, so wird 

y*^* . ^ 1^ , ^ , 



///■ 



r(/) r(//0 . . . r l^m^-ü^...-! ^um ^ 

Aus der Aljli'itfing derselben scheint hcrvuraigehen, dass dieselbe 
f&r 0 = 0 nur dann nchlig Mcild, wenn i, m, «, etc. posilive ächte 
BrüdiP sind; ninn kann sich aber leicht nixnzengen, dass wenn über- 
haupt die Gleichung (U) für jedes positive a gilt, gleichviel au( welchem 
Wege man dieselbe abgeleitet haben mag, sie auch noch für a = 0 
ganz im All^i meincn ein riebtiges Resultat liefern mnss. Lässt man 
nSnüieb in dem Integrale 

a bis zur Null abnehmen, so nähert sich, weil ar + y + « + die 
Einheit nicht übersteigt, auch a(:r-^jf -^i -f* •••) und ebenso der 
'Faktor 

1 — e 

der GrSnze Null and mithin ist dann der Werth des obigen Integrales 
«0» woraas sehr leicht folgt, dass 



/// 



I fff 

= lAin 1 1 1 ^ 9 . . . « äa uy 
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ist, wobei «di das Zeidieii Lim auf die unbegriinste Abnahme Ton 
besieht* Wt haben daher auch 



__ r(f) r(m) r(n) . . . . 



and hiermil kommen wir auf die schon im vorigen Paragraphen bewie- 
sene Formel aurack; die Prioniät ihrer Eniwiekelung gebührt indessen 
Lejeune Dirichlet 

» 

Eine der elegantesten Anwendungen des so eben aaseinauder- 
geseUten Verfahrens, in welcher ebenfalls die Gammafunktionen eine 
nicht miwichtige Rolle spielen, ist die Reduktion des dreifachen Inte- 
grales 



///. 



(1) 



worin sich dic'Intogrationtii auf alle diejenigen positiven oder negativen 
Werths von ^, 2 erstrecken sollen, welche der Bedingung 

iif + iif + (7)' < » 

Gcnnge leisten. Dieses Integral ist deshalb von besonderem Interesse, 
weil ihm eine unmittelbare physikalische Bedeutung zukuuinit; es dient 
nämlich zur Berechnung der Anziehung, welche ein Ellij)soid mit den 
.Achsen a, h, c auf einen irgendwo iin Uauuic {gegebenen niil- 1 1* llen 
Punkt ausübt, vorausgesetzt, dass die Anuebung nach der rezi- 



Digitized by Google 



Die wichtigsten durch GamnmfunktioDeD ausdrückbaren Integrale. 127 

proken Polens der Entieniuiig ' flberbanpt irirkt Setien wir rar 
Abkürzung 

+ (y-/»)" + iz-rt = r (3) 



In kenen Worten ist die Ablelluip hiervon foljjende* Irgend ein Ele- 
ment des Elllpsoids, dessen Dichtigkeit J ist, lint Jdxigä* znr Masse, wobei 

X, y, X die Coordinaten des fraglichen Elementes sind. Ist r die Bntfemnng 
desselben von einem hestimmten Punkte, dessen Masse ss 1 sein möge, so sieht 

es denselben mit der Kraft ^ ^ an nnd die Rlohtnng dieser Kraft fiUlt 

mit der von r zusamineu. Hcisscn l, ft, p die drei \\inii.(U, welche die Richtung 
Ton r mit den drei Coordinatenaehsen» wofBr wir die Aehsen des SUipsotds 
nehmen» einschliesst, so sind 

Jim im ix . Jiae du dx Jixigix 

die läniTs der Coordin.itcnarhscn wirkenden Oojnpononten jener Elemonf ir- 
anziehunp;. Nennen wir ferner .4, B, C die Compon i nii n der Gesammtanziehung, 
weiche das ganze Ellipsoid auf den gegebenen i'uiiki ausübt, und setzen wir 
die Diehti|^elt im ganzen Körper als gleich vorans, so Ist 

nrid Mrrin mftssrn für !nf pirratlonen k» nMPfxf fiilirt werden, dass man alle Ele- 
nietUt* inttrecbnet, die nicht ausserhali) d('i> >uni i'.liipsoide UDSCiÜOSSeaen Raones 
liegen, deren Cuurdinateu also die Bedingung 

befriedigen, wobei man statt ^ aoch blos '*C setzen kann. Sind nan weiter 
a, / die Coordinaten des gegebenen yooi Ellipsuide angezogenen Punktes, 
so Sndcn die Gleiehnngen 

eosl «= — , ees|i 8s '2^, «es» = 
tUtt» in denen wir blos anf die «bsolnten Wertke der DifTerensen «— ß-jf^ f^x 
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wobei dat Wimelzeicben iininer positiv genommen werden mAge und 



Bfteluiobt x« nehnen branohen. Ferner erglelit steh durch parttelle Differea* 
xiattoa TOD r* haoh a 

r dr SS («— «) da, oder ^ =3 ^ e»«|l 

und iniUiin dmIi dem Vorigeii 

dr 



A ^ J t t M - ^ 



lud wenn man die Gleichang 



1 ^'(r'-O I dr 



• —1 d» IIh 

faerfteUiehtigt 



dx djr de 



Da aber die Integrationen nach j;, y, x und die Diffcrcnziation na<h dor arhi 
traren Constanten a von einander unabhängig siad, fo kann man auch uuigekciirt 
erst intcgriren und dann di/Terenziren , also 

f eUen and wenn man einfaclier ^ ^ I , 



nimmt, so hat man 



J^". c." 

da dß ay 



Die Grosse S fällt niit dem in (l) aurgcstclllen Integrale ziisanimo« uiitl ist das, 
y>VL& (•uHi>8 in seiner Aiihiuniiung: „Allgemeine Lehrsätze über die im ver- 
kehrten VerhdttnUie det Quadrat* der Entfernung wirkenden AnÜehuf^e* 
oder Ahtt9$$ung»kr&fte, Leipzig 1840,** du Potenzial der Anziebuif reip. 
Abetostang genannt bat 
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SO eAeUr, dm du in Rede Hebende Integral mii dem folgenden 



"-'JJ J J 

— OC — tt — 06 



fifi a> _ 



tossmmenfUIt, weil der binzugesetzte Faktor alle diejenigen Elenicntc 

des Integrales ausscheidet, welche der Bedingimg a^l nicht genügen. 
Statt des ? ontehenden Integrales betrachten wir noch bequemer das 
folgende 



von welcbem jenes, also aucb S, den reeUen Bestandtbeil bildet. 
Durch Umkebrung der IntegraCionsordnnng wird nnn 



d^^o^ (6) 



aber auch hier kann man die Integratiooea naclx u-, y, z nicht sogleich 

ausfuhren, weil sich der Ausdruck 
I 

dx dy dl om< ' 



nicht in drei Faktoren zerlegen lässt, von welchen der eine nur x, 

der andere nur y und der dritte nur z enthielte. Da nun aber Alles 

auf die wirkliche Ausrübrung der gedadilen Operation ankommt, so 

wollen wir jenes dreifache Integral Torerst Ar sich belrachton und dia 

Gleichung (6) kürzer in der Form: 

s«ia»Ma«h. AMift Stute. 9 
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S «_1 » / ?"ÜA,s (7) 
darstelieo, wobei zur Abkürzung 

S^^ - f J J »"^ (8) 

— — «e — «e 

gesetzt worden isU Hier bedarf es Dur einer sebr einfacbeu Substitutton, 
um sogleich die Integration m ennfigUchen, man mnss nSmlidi 

selbst in ein bestimmtes Integral verwandeln, was auf folgende Weise 
gescbieht Lassen wir in der bekannten Formel 

an. die Ste&e Ton jt, ^, fi die Grössen: r*, treten, so Iblgt 



I 



oder 



und mithin ist unter der YorausBelzung , dass i zwischen 2 und 3 
liegt, 

a-*)T< fS' /»* . /»• 

'■'f^JJJr"" f. 
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Zieht man das Piodukt der beiden Exponf^nzialgrössen in eine 
einzige zusammen und substiluirl für a und ilire VYerlhe, so bat 
die neue Expouenzialgrösse den Exponenten 



und folglich zerfallt diese ExponetizialgrÖsse in 4 andere als Faktoren, 
von denen die erste einen constanten Exponenten, die zweite einen 
blos von X, die dritte einen blos von y und die vierte einen nur von 
1 abfaingigen Eiponenlen besidt. Da nun hierdurch eine Sonderung 
der Variablen bewerkstelligt worden ist, so verwandelt sich das drei- 
fache Integral 



oder wenn man die Integration nach ^ bis suletzt aubpart 





(10) 



in das Produkt folgender vier Faktoren; 




e 





(11) 



— K 
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wobei sich sämmüiche IntegrationeD ausführen lassen, wenn man die 
Formel (17) in §. 13 nftmlicb 

in Anwendung bringt, indem man der Reibe nacb ussae, y, 2 

*«-.+ ^, 

ksss a9^, yd- 

Betet Hat man so die Werthe der 3 Integrale in (11) bestimmt mid 
multiplizirt dann die vier unter (11) Teneicbneten Faktoren, deren 
Prodaiit dem Integrale in (10) gleicbgUt, so findet man nach eiber 

■ 

kleinen Reduktion 

% oc oc 

e 



/ / / '^^'^ 

I 



/(^+*)(i^-+*)C.+*) 

wobei zur Abkürzung 

« + a»^ ^ « + c»* ^^^^ 

gesetzt worden ist Die Formel (9) gestallet sich nun wie folgt 

fr? 



wobei man statt c kürzer — 1 schreibt. Subsülmren wir das ge- 
fundene Resultat mit der Rücksicht, dass: 
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Im, io die Gteicbuiig (7) m wird 

Ji* ^ 

Von den iwd Integrationen, weiche liur verlangt werden, Itot 

sieb nun wieder eine auf folgeuüe Weise ausführen* Man setze 
wo % eine nene Taiiable heseichnet, so wird 



»—3 #— i 



femer 



I Z', 1 , 1 . , 1 . 1 . , 1 . 1 . 



ausserdem gebt @ über in 



a 



wobei r nur Abkürzung dient Den Integrationsgrdnzen endlich ^«sO 
und ^ entsprechen jetzt t «od und v^aO, die man aber fer- 
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tauschen darf, wenn man dem Integrale das entgegengesetzte Zeichen 
giebt, wodurch es wieder positiv wird. Diese Substitutionen geb^n 
nun zusammen: 

durch Umkehrung der Integrationaordnung wird hieraus: 



/>» e I T ^dt 



(14) 



sinwe du»] 



und weil hier T in Bezug auf w constant ist, so erhellt sogleich, dass 
sich hier die Integration nach lo aiisrühren lassen miiss. Da es uns 
aber nur um den reellen Bestandtbeil dieses Integrales zu tbuu ist, so 



_4 



stellen wir e unter das lulegralzeichea und zerlegen 
e in cos {Tta — + i sin (Da — 



Wir haben dann nadi dem Froheren 



(15) 



/nnto sn 
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Was nun das Integral nach a» anbelangt, so zerfUlt dasselbe in 
die folgenden: 

^«*IWA. + *.^ l '^MmT,»A. (16) 

% 

wobei zur Abkürzung X statt 3— y geschrieben worden ist; femer 
hat muk wieder für 7'< 1 



* ä 



d, u unter Anwendung bekannter Formel 



f. 



dagegen Ar 2*> 1 



+ 1 f^lSI+J^^ 



femer iGir r<l: 
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im (I) 
l 



n 



1(1 - - (1 + , l 



und för 7> 1 



«2m 



Substituirt man diess in Nr. (16) so findet man, dass die dortige 
SomiDe för T<1 gleich 

) 1 . t( a — n 



[COS -r 



4m) 1 . in 



und fflr 7>1 ^eicli: 
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4r(X) 1 



COS 



. In 
sn, ^ 



+ 



sn 



ff 



4r(A) 



sn 

cos - - 

4 



. Xn 

sin-^ 



. sn 



Xni 



Uieraus fiudet luan sehr leicht milldst des Wertlies A 3 — 

*» 

dass diese Stimme ' 

= — r-<^ — »«'«f = *• 

2r(3 - 

ist, je nachdem T unter oder Ober der Einheit liegt, was wir so zu- 
sammenfassen wollen, dass wir 

- ~ -0iT) (17) 

2r(3 - ~) 

für jene Summe schreiben, wobei 

für 5r<l, 0(7') = (1 — 7*) ^ 

« 

„ r>i, a>(.r)a= o 

ist. Bemerken wir nun, dass der Ausdruck in (17) der Werth des 
nach to genommenen Integrales in Nr. (1$) ist, und setien wir lur 
Abkürzung 




so folgt jetzt: 



Digitized by Google 



138 Ciik IV. 



JL . f F(,)d 

i r/t * \ 



f 0(7*) (IS) 



wo es lieb nuo noch um die Eatocbeidung von T^l oder 9*^1 
htndelt Dieee kann sehr leicht auf folgende Weis« gegeben werden. 
Der Ausdruck 



in welchem t von 0 bis oo gehen moas, bleibt gani aicher << 1, wenn 
schon Rlr tobO 



ist, und man hat dann 

TÜTT^ r- r^O^i^a-T)''''. (20) 

Wire dagegen 

so ist für sehr kleine t auch noch T^l; wenn aber r unbegränzt 
wftcbat, so nimmt T conliouirlich bis zur Griuze Null ab und folglich 
man es einen aber anch nur einen Werth von r geben, für welchen 
Ts: 1 wird; heissl derselbe, so ist er nichts Anderes als die eia- 
tige pocilivo reelle Wursel der Gleicbong: 

und zugleich wird für t<CT^f 1 und z>>f|, T<ii* Zerlegea 
wir nun das integral : 
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t)i/r OiT) 

*' t 

in die beiden folgenden 

so ist im ersten Integrale t<t., mithin r> 1 und «>(7') = 0. wo- 
durch sich das ganze Integral annuliiii. Es bleibt daher blos das 
«weite Integral übrig, worin r>r,, T<1 und foI|;lich für 0(T) 
der fraher angegebene Werth zu seUen ist In diesem Falle ha- 
ben irir 




Beide Werihe von S laaaen sich, wenn man noch Ihr F{t) aeinan 
Werth setzt , in der folgenden Formel ittsammenfosaen ; 



I 

ff 



(23) 



worin für die untere Grftnae I enlweder 0 oder die reello paaiüte 

VTurzel der Gleichung 

zu seilen ist, je nachdem die Summe 

(7)* + (i)' + ^i)' 

unter oder über der Einheit liegt. 
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Termöge des OTSprfioglicben Wertbes von S und der Foimel 

kofmei) wir nun auch die Gleicbuog aufstellen: 
Iii r/.r tiy dz 

JJJ A'^y'+^-tv + (»-^**"" 

worin / die n imlirlie Bede utini^' liat wie obtMi imü sich die Integralionen 
der linken Seile auf ;dle positiven und negativen Wertbe von jc^y, t 
erstrecken, weiche der Ungleichung 

e'+(i)'+(T)'<^ 

Genüge leisten*). 



ß4) 



*) Bf ist jetzt anch sehr JekH die der rorigea Kote betrachteten Gon« 

ponenten .4, B, C zu Ijcstiminrn. Dir erste findet man diirdi PilTerenzinf t^n 
drr (i'leichang (23) nach a, wobei zo bemerken bt, das» a nur in T vorkommt 
nnd vermöge des Wertbes von T 



wird, WM tick leicht «■batitnire» IAmI. 
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€ap. V. 

RB^en, welche mit Hülfe der GammafimkUotten eumwUrt 

werden k&nnett* 

Von besonderer Widitigkeit «ird uns die sclion oft gebraachle 
Formel 

noch dadurch, dass sich Von ihr ein vielfacher Gebrauch zur Suoimimng 
Terschiedener Reihen machen Iftssl; so kann man i. B. mit ihrer Hälfe 
leicht xeigen, wie man die Summe der Reihe 

. ^0 ^ ^. « 



A k' 

+ (« + (« + 2/^ + 1) . . . ( a + 2// + - 1 ) + 

findet, wenn die der einfacheren 

-J~ » " + A^u^ 4" A^u^ -J- .... 

bekannt ist. Da diese Reduktion eine reiche QueUe von Reihensum- 
mirungen bildet, so möge eine genauere Exposition derselben folgen. - 

Vertauscht man in der Formel (1) p und q gegen eiuauder, so 
ist auch 

'und wenn p als ganze positive Zahl vorausgesetzt wird 



P^i 1.2...(p-l) 

(1 — j) tu = 
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und wenn mt das beliebige qssta + nß eeuen und 1.3... (p— 1) 
rar Abltünung mit {p—lf beieichnen 



1 



(tt + nß) {a + np + 1) . . . (« + «/i' +/? — 1) 

nnd durch Multiplikation mit A^u"^ 



(a + fi/Sf) (a + + 1) ... (a + n^ + p-l) 



Setzen wir in dieser Gleichung n==0, 1, 2, 3, ... uod addirea 
alle 80 enUtebeAden Glieder, so ergiebl sich 

a (•+ 1) ...(« +p— 1) (a + i») (« Ij ...(«+ /I'+P— i) 

ist nun die Summe der Reihe 

A^ + ^, M 4- A^u* + J,u^ + .... (3) 

bekannt und heisst F(tt) dieselbe, so lisst sieb auch die unter dem 
Integraheichen vorkommende Reihe eummiren, TorausgeseUt nftmlich, 
dasa ß eine posiliVe Gröase iaL Denn wenn die Reibe in (3) Ober- 
haupt eine Summe haben soll» ao muss sie convergiren, und wenn ß 

B 3 

positif ist, 80 wird r <<.r d. i. •< 1 folglich ux <iu^ und mithin 
conyergirt dann auch die fragliche Reibe auf der linken Seite und haf 

zur Summe. Diess giebt den Satz: wenn 

+ ij.ii + il,M» 4- .... (4) 
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• ist, so findet unter denselben Bediogungeo , unter welchen diese 
Gleichung hestebt, die Kelaiion 

1 r et— 1 ;»— 1 '? 

Ip^jy J (1— J^) F{u^: jdx 

_ ^ . 

a(« + l)...(a+j»~l) ^ (a+//H« + // + l>...(a + /y + p-l) 

+ (« 4- 2^/(« 4- 2pr + 1) .::(« + 2^ + — 

siau, sobald /if eine positive Grösse bezeichnet. 

Die noeb fibrige iDtegration auf der linken Seite kann man in 

Tiden Fällen dadurch bewerkstelligen, dass (1 — x) , worin p — 1 
eme positive ganze 7.3h\ ist, in eine nach steigenden Potenzen von 3e 
fortgehende Reihe verwandelt, wodurch das fragliche Integral in p andere 
Integrale Ton der Form 



J* X "^***~* F(ux^) dx 



serOUt; dieses letztere rednzirt sieh mittelst der Sobstittilion x^sat 
auf das einfachere 



worin M inr AbkOnong i&r — ^ dient. - Kann man nun den Werth 

des Vorstehenden Integrales finden, so gelangt man bei diesem Yerfabrea 

zu völlig eotwickelten Formeln. 

Ein' bemerkenswertbes Beispiel hierzu bildet die Annahme ^««alt 
A^asty^, A^^f^ etc. WO y^t etc. die BinomialkoelBztenten des 

Ezponenten y bedeuten mögen; es ist dann Fiju) = (l + u) und 
mitbin: 
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1 y, u 

^ a(a + l)...(«+^~l) (« + A) (« +/3^+ 1) + +f»-^) 

j ^ + M\ 

(a+2/y)(a + 2/;+l)...(« + 2;^ + p^l)^ " 

wozu nun nocb die ncdiui^nny l>?i>— 1 zu fü?en ist, weil die 
Reihe 1 + y, + + « ^on der wir aiisgiugeii, mir für solche u 
im Allgemeinen convergirl. Wendet mau die vorhin heschricbenc Ke- 
dnküonsmethode hier an, so zerfrdlt das inlegrai links in eine Reibe 
anderer unter der gemeio»chafUieheii Form 



stelicndci-. dcrfn weitere lU handliing iiiiUelst hckauiiler Reduklion«- 
foniuln sehr leicht i6l. So fmdet man z. B. liir a=/^ = l, y = — 1, 
p = i 

2«» n*T«J 2«* 4» 

i.2.3 2.3.4 + 3.4.5 4.5.6 
l>t.>~l 

und hieraus Hessen sich dadurch wieder zwei neue Reihen ableileo, 
dass man 

u = V {cos Ui + w) . i ^ P — ^ 

setzte und die reellen Partieen beider Seiten der Gleichung identifizirle. 

Es verdient nuch bemerkt zu werden, dass die Gleiclmng (ö) auch 
noch für m= + 1 gilt, wenn p y «ine positive Grosse ist; man 
erkennt dicss, ganz abgesehen von der Uerleitung der genannten 
Formel, leicht aus dem folgenden SaUe: wenn die beiden beliebigen 
Funktionen 0(ti) und W(u) für jeden Werth ?on «<«, identisch 
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MBd mid WHQhi Ükiu) als ^(u) für ti = tt, noch Btetig und endlieh 
bleibt, 80 ist noth wendig auch 0(u^)sss V^u^), Denn goUle diess nicht 
der FaU sein, so k6nnen nur zwei Möglichkeiten vorkommen: entweder 
nftmJich besteht die tiletcbung 0{m}^ *P(u) zwar bis zur Stelle 
u=tUf und Terliert hier plötzlich ihre Gültigkeit, oder es hat schon 
vorher einen Werth i^<[u, gegeben, bei welchem dieldenlitftt von 
0(») und 'F(tt) aufhörte. Der erste Fall wflrde voraussetzen, dass 
eine der belrachteten Funktionen sich fSr «sstr, spning^eis iladerte, 
d.h. eine L'nleibrcchung tler Stetigkeit erlitte, was der gemacliten 
Supposiüon der Stetigkeit von 0{n) iitui ^(ti) widerspricht; im zweiten 
Falle gäbe es eine Ileihe Werfhe vou u (nänilicli alle zwischen n' und 
M, liegenden), zwar <C"i» f«r die aber mciit (I){u)=W{u) wäre und 
diess würde gegen die Voraussetzung streiten, dass für jedes 
M <^ M, 0(it) = sein soll. In der Anwendung auf die Gleichung (ö) 
haben wir für <P(u) das integral links und für W(it) die Reibe rechts 
zu setzen. Da wir nun a und ß als positiv annehmen, so erhellt 
augenbiicklicb, dass für poeitive / das Integral 0{u) sowohl für 
als für — 1 noch eine stetige und endliche Funktion bleibt, ebenso 
für negative wenn »« + 1 ist, nur bedarf noch der FaU, dass y 
negativ und u= — 1 ist, einer besonderen Untersuchung, denn für 
ys=s — / gebt dann das Integral in 

da: 

X (1— or) , 

(1-// 



über und hier könnte allerifings ein UnendKoh- oder Unsteligwerden 
vorkommen, weil der Quotient 

1 

für den nocli im Bereiche der Integralion liegenden Werth .r=l un- 
endlich und diskonlinuirlicli wird. Da nun aber ß putifiv ist und x 
die GräDzen 0 und 1 nicht überschreitet, so ist für das ganze Itilervall 

der Integration X folglich 

(1-^/ > (1-,/ . — » < — U 

(1-*'')'' 

Sclilöaülcii, Anftljrt. StMiii««. 10 



Digitized by Godgle 



146 Cap. V. 

and folgficb kann das m Rode stehende Integral nklii mehr ak das 
folgende 



betragen, dessen Werth eine endliche Grösse ist, sobald p — / d. h. 

.p-\-Y positiv ausßllt Was ferner die mit V(u) beseicbnete Reihe 
in Nr. (6) betrifft, so erhellt sehr leidit,. dass dieselbe lllr «ss+l 

convergirt, sobald + y eine positive Grösse ist; denn zuvörderst 
braucht man blos zu beachten, dass sie jedenfalls convergirt, wenn 
die folgende 



«(«+!)... (ai-p-1) (a + ^) (a-i-/? + l) ... (a-f /^+p-l) 

* • • • 



^ (« + 2/*)(« + 2^+l) ... (« + 2^ + p-l) 

diese Eigenschaft besitzt; die Convergenz der letzteren ist aber leicht 
durch die Bemerkung festzustellen, dass jede Reibe von der Form 

^ + + + + 

convcr^iit, sobald 

wvd^, woraus sich m unserem Falle p jp«]- 1>1, d. i. wie frOher 
P + y^O ergiebL Nach diesen Feststellongen erhallen whr nnn ans 
der Gleichung (6) fikr «a + 1 



y 

+ (a + 2fi) (« + 2^ i ; '.7. (a + 2(i p -^i) 



*) M. s. mein ManM, ä. lUffier. «. inttgrair. S, 268. 
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and ebenso l&r «s — 1 * 



^ «(«+!)... (a+p-l) (aH-/?)(o + /J+l)...(a+/f + p-l) 

+ (« + 2/?M«-h2/y + 1) ... (a + - 1) - - W 

wobei aber + y positiv biiii niiiss. 

Die leUtere GieichuDg bietet noch einen interessanten speziellen 
Fall dar; wenn nftndkh fi^l ist» so giebi die Auefübrung der Inle- 
gration Unks: 

r(p)r(«+p4-y) 

_ 1 



aCa + 1) ... (a+p-l) («H-AK«+2) ... 

wobei der Symmetrie wegen r(p) an der Stelle von (p—l)* steht. 
Spezialisii i man y zu einer negativen ganzen Zahl, so ruduzirt sich die 
Unke Seile auf rein algebraische Grössen. 



Ganz analog den Betrachtungen des vougen Paragraphen lässt sich 
auch leicht zeigen« wie man aus der als bekannt vorausgesetzten 
Heikensiimme 

F(m) =5 + tt + »• + , 
die Samme der complizirtereu. Heibe 

A ^ ß A _^ ßJi±llA ^ 

+ 7^t«'-f y(y+l) ^.'^ + •••• 

ableiten Itna« Uierni lind folgende Scbriue nöüiig. 
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Man ifbt mtüdi bei fanzcD ponlircn n 

J ^ ' rir+n) 

und bierau» durch ll«iti|ilikACu»B mit A^m* 

y(r+i)<y+«)...(r+«-i) * 

Addirt man non alles Dasjenige, «aa sieh Ar nesO, 1, 2, ... 
ans dieaar Gleichuog ergiebt, ao findet maa sogleich : 



- A.^ ^A,u^ ^^^A,u 

^ r<y + i>(y+2) ^ 

Em braucliharea Beispiel hten« bildftt dia Anndmie 

" i.2.3 ... » 

woraus 

folgt, weun man vorausselzt, dass u innerhalb der Gränzea + 1 und 
— 1 begl. Die Gleicbuog (1) gicbi dnoo: ' 
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- ^ + + i.3.y(r+i) 

o(«+l)(« + 2).<j(/>+l)(/ ; + 2j.^ . 

womit die Summe der sogeDannten hypergeometrischen ReUie bestimmt 
ist — Diese Gieiehmig llsst sieb, ganz abgesehen von Ihrer Herieitungt 
aacii Doch auf den Fall iiasl «usdehnen, wenn man lOüBilicb a, y 
so wihiC, dass beide Seiten der Gleichung als Funktionen von « be* 
trachtet, filr tisl weder unendlich noch unstetig werden. Die Gnke 
Seite gebt nun filr «ssl in 

.1 



^-1 . f ~ß »" 1 j 



über und das ist noch eine endliche bestimmte Grösse, wenn y*— /Sf — « 
posiUv ausfällt. Die rechte Seite von (2) verwandelt sich für u^l in 

, . «v^ . «(«H-l)./g(/g-hl) . 

und wenn man auf dieselbe das Theorem (7) im vorigen Paragraphen 
anwendet, so findet man, tlass dieselbe für y — u — p' 4- 1 1 d. i. 
y — a — /^j>0 convergirt, also eine endliche Grösse zur Summe bat. 
Wir gelangen nun durch Anwendung desselben Prinzips wie im vorigen 
Paragraphen und unter der Bemerkung, dass ' 

ist, zu der folgenden sehr eleganloi und von Gauss zuerst bewiesenen 
Formel: 

l\y) ny-ß-a) g./y o(a+ 1) . ^Qg + 1) 

r(y-a) r(y-/jf) * 1 . y 1 . 2 . y (y + 1) 

o(a4-l) («+2)./g(/y+ l)(/?42) } 
^ 1.2.3.y(y+l)(y+2) '^"'[ (3) 
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Da a> ^ bis auf die letzt« Bedingung willkdhriich sind, so 
enthilt diese Gleichung eine Menge anderer Smnnienfomieln in sich; 
so wird s. fi. für a s 1 

wie man auch aui ♦ lementarem Wege fliidcu kann. 

Ein swettes Beispiel- für das Theorem in (1) liefert die Suppo- 
siUon 

. _ (-1) " ^ 
1.2 ... (2n) 

woraus F{u) = cos u folgt und : 

f J-'a^M^r-^'ea^/^dx 

, . 1)«" 



1.2.y ^ 1.2.3.4.y(y+l) 

Oller für u uud x =s gesetzt 

— ' 1.2.y 1.2.3.4.y(y+l) 1.2..6.y(y+l)(y+2) 

Hieraus folgt zum £xempel für /!f | wenn man 2if für u setzt 
-.1 I 1 

1.,-^ i.2.a r(y+i)(r+aj"*" • •• 
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Min kann dieser Gleicbong noch ein paar andere Gestalten ver- 
leihen, wenn man erst 

und dann 

■ 

nimmt, wo x die Rolle einer arbitrSren Gonstanten spijBiL 
Man findet so: 

I aox trrse 

^ ÖHH) OH^ Ou + l)(/* + 2) (V+ 3) 



Oi + 1 ) 0« + 2) (2^ -i- a) (2^ + 4) (3^ + 5) (3^ + ö) 

and 



(4) 



' /TT I o\ "i_ •l\ 



+ (5) 



+ 2) + 3) (2^ + 4) (2|i + 5) (3iu + 6) (3^ + 7) 

Von SummeDformeln dieser Art lisst sich oft ein sehr vortheil- 
bafler Gebraach rar Integration Ton Differensialgieichungen machen. 
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In Tieien Ffttten nftmlich ist «s bekanntlkh nicht leicht, das Integra] 
einer INfferenzialgleicbung in gesdilossener Form ansugeben nnd dann 
begnfigt man fich damit, dasselbe mittdst der Methode der nnbe- 
sümmien CoefGxienten in eine Reihe au verwandeln. Diese Reiben 
lassen sich aber oft mit Hülfe solcher Formeln, wie wir sie oben ent- 
wickelt haben, sumroiren und hi^nrch gelangt man dann wieder xu 
einer gesdilosseoen Form des Integrales, welche das Eigenthflmfiche 
hat, dass die unabhängige Variable der DifTerenzialgleichung als arbilrärc 
Constante des Integrales auflrilL Um diess an einem Beispiele zu 
zeigen, sei 

& = * A (•) 

die zu integrirende DiCterenzialgleichung und darin & eine Constante. 

Setzt man hier 

y^Ax^^ A,x^' + A^x^* + ii,«*» + .... 
80 muss nach dem Yorigen 

sein, woraus, wenn A^ und l„ irgend einen GoefBzienlen und Expo- 
nenten der Reibe bezeichnen, die Gleichungen: 

Mi-1)«0 

folgen; bestimmt man hieraus die Grössen X,, X,, A^, A^, ... 
und bemerkt, dass wegen der ersten Gleichung X ebensowohl »0 
als =1 sein kann« so findet man ffir y die beiden verschiedeneu 
Werthe 

^ ^ kAa^^'^ ^d^^' 

4" • • • . 



(f«+2X 2/4+3) (2/*+4) (3/1+6) (3/<+d) 
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und 



(m + 2)0uH-3) ^ (f« + 2)(^ + 3)(2^ + 4)(2^+5) 



• • • ♦ 



' 0«+2)0«+3X 2^+4) (2^+5) (3|u+6) (3^+7) 

und diess sind die Im ulen parlikuläif n Auflösungen der Diffcrenzial- 
gleidiung. Giebt man in der zweiten dem A einen anderen WerÜi als 
in der ersten, indem man etwa für ^ schreibt, so ist jetst das 
aUgelneine Integral 



A n + 



1; (M+2) (2m+3) (2fi+4) 



(M+ 2) • . Ou+2) (/i+3) (2/i+4) (2/i+5) 



• • • 

worin A und B die IntegrationsconstaDten sind. Nehmen wir noch 
Aas — ab, 80 geben die eingeklammerten Reihen in diqemgen Ober, 
welche wir in Nr. (5) und (6) summirt haben; substituiren .wir ihre 
dort bestimmten Summen und rechnen die constanlen Falitoren der 
Integrale in (6) und (6) mit in die Constanten A nnd B ein, so er- 
giebt 5ich, daaa das vollstlndige Integral der Differenzialgleichung 

^ + -»A-0 (7) 
durch folgende Formel dargestellt wird : 



*) Dtf>so s( hr elegante Entwickeliing giebt iLnminer im 12^ Baude des 

Crelte' sckQu Juurnah S. 144. 

10« 
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die ticb noch viel besser gestaltet, wenn man zur Abkürzung 

"2^ — 



seut und statt ^ eine neue Yarialile ^ssstb^i eiof&brt; es .WiH dano 
y ^ A J (cott) » «Ol (Ad;** i) i2< 



(9) 



Hieraus lässt sich nurh nach das Integrai der Ricca tischen 
Differenzialgleichung ableiten ; setxt man nämlich 

so gehl die Differenzialgleichang (7) in die folgende über 

^ + «I« + to'* = 0 (10) 

welche eben die Riceatische ist; da aber ans den Vorigen 

1 diy 1 dy 
a dx 9^ dx 

folgt, so giebt die vorsiehende Formel das Integral von (10), weoo 
man m ihr für y den durch Nr. (9) bestimmten Werth setzt. 

Bei aller Nettigkeit, welche diese Integrationsmethode auszeichnet, 
darf man sich jedoch niebt Terhehlea, dass das Terfahren ein sehr 
indirektes ist, in so femjnan den Umweg tlber eine unendliche Reihe 
macbt und dass man damit, wie bei indirekten Methoden immer, auf 
grosse Unbequemlichkeiten Stessen kann, sobald nSndidi die ÜBr die 
Reihencoeflizienten und Exponenten entwickelte RekursionsfonnH daa 
independenle Gesetz derselben nnr schwer tibersefaen lässt Es ist 
daher besser, das gesuchte Integral y gleich von romberdn in die 
Form: 
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zu stellen uud aus der ursprüDfrlichen DifferenziaigieK bnng eiiie zweite 
fAr ^i^,t) abzuleiten, deren Integration oft viel leichter ist*). 

Die Formel (1) kann etieh »ir AuffinduDg bestinunter Integrale 
Lienen» wenn man die Goeflizienten A^^ A^^ etc. eo zu wUüen 
weias, dass aicfa die Beilien 

A^ + A^u + A^u* + .... 

gleichzeitig summiren lassen, also in (1) sowohl die linke als rechte 
Seite eine geschlossene Form annimmt. In dieser Beziehung ist beson- 
ders ein Fall von Interesse; setzt man nämlich a für /, u=l, 
a; = nn*t und zur AbkönoDg F{än*z) ss 0(x)f so gehl die GieicbuDg(l) 
in die folgende Aber: 



2r(«) f^.y-i aa-^l 
^ T^» «(a + l)"'* o(tt+l)(a + 2) ^« •••• 



(11) 



wo mn 

^(x) = + A^iin*t + A^iin^i + A^im'i + ... (12) 
itL Nimmt man nun s. B. 

ü,« — -«,«i-r 4, 1.1.2 • 

_ a(a-l) («^2).«(a+l) («+2) ^ ^ 
• ^» (.f. 1.1.2.3 • 

ao wird; 



*) Einige geschiokte Attführmgea dieaei Gedaakeai glelit Lobatto in 
CrM^9 Jomrmal, Band 17, 9. 303, wo aaeh die Fomel (9) eatwlckeit wird. 
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d. I. nach einer sehr bekaniitcn Formel (P(z) = coi'lai. Die rechte 
Seite der Gleichung (11) wird ferner: 

, a.ß , o(a-l). a(a-l>(a-2)./?(/?+I)(/g+2) . 

*~f7r"*' ^1.1.2 |. f. 4. 1.2.3 

und diese Reihe kana mit Hülfe der Formel (3) summkt werden, wenn 
men daselbst — o iiir o und setit. Nach diesen Bemeriiwigen 

ergiebt sich 

2r(o) ß 2/9-1 1 

«in 2 coi 2 CO« 2aj; tis 



_ ni) r(| - /? + «) 



wobei mm ^]>/^^0 sein muss, wenn keine der Gammafunklioiieu 
unendlich fyerdcn soll* Setzt man noch 

und berücksiditigt die Formel 

so findet man jetzt sehr leicht 

f — i / , V ^ r(u)r(v) , 1 

1>4^>0. 

Man kann hieraus gleich noch ein ähnlich gebildetes Integral ab- 
leiten. Führt man nämlich statt x die neue Variable — y ein und 
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Terlaiifldit ii und v gcigeneinanderi so geht das obige Integral in das 
folgende Ober 



tot 



sm ifi + v)-^ J cos ysM y ««(/t + v)if dy 

r(M) reo . 

aas -pr ; — -COtkvn, 

1 (fi -f- y) * 

BestiDimt man den Werth des zweiten Integrales links nach For- 
me! (13), so giebt die Transposition, irenn wieder i TOr ^ ge- 
schrieben wird 



rft^i »—I r(u) r(v) 

tiH X cot s ^(fi'^p)xdi = 4^*» 



(14) 



Eine zweite derartige Anwendiing^ der Formel (11) bildet die An- 
nahme ^»(i osy ^ 

4.}.f . 1.2.3 • ^ ^• 

es wird bierdur^' ähnlich wie Torhin 0(s)csa oof ^s, und die rechte 
Seite der Gleichung (11) geht Ober in 

1.» 1.2.|r(» + i) 
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mid die Saimne dieser Reibe ist nach Fomei (3) fät oaBs — *^, 



Mach Formel (11) ist JeUt 



^y-^ rr I CO« J CO» « = 



3L + 2 

woraus man filr p^-^ — leicht findet: 



cof xeatutd* =■ r-r 5 ;r* " ' ' 



Von besonderem Interesse ist noch ein Theorem, wonach man 
aus einer bereits bekannten Reihensumme ton der Form: 

F(r, i) = + A^r cot i + A^r* coi2t + ... (1) 
die Summe der Reihe 

ableiten kann, worin 9 emen beliebige ächten Bruch bedeutet Man 
hat nimlich nach der Formel (8) hi $. 12 Or l, /9-«2ii^: 



•) Grossen Relclilhani an solchen ReihenTerglelchungen , die wieder aar 
KmniIbIh betttMiter blegrale führen, entfidlet Kiaiaier hi CVelfo^a /««tmI, 
Bd, 17, A 910 Q. a. Mi Bd. 90, 8, 1. 
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^ind wenn man diese Gloidiung mit A^t'* mulUpUzirt, darauf n=:0, 
1 , 2 , 3 , ... setzt und Alles addirt 

I + A^r COM 2ka: A^t^ com Akx . , .J « dx 



^(2W —(3*)' 
A. + ^.re + ^.z*« + + .... 



wobei rieh die linke Seile Termdg« der in Nr« (1) gemacblen Vonms- 
eeuning kOrxer durch 



1- I P{riVuii)r'^ ix 



— ** / — 1 — 
mdrOcfcen Ueit Setit man noch • sc» 9, also kssz^ ^^vV 

so wird das allgemeine Glied der vorigen Reihe 



und folglich 

2 • 



Diess Theorem ist deswegen bemerkenswert?!, weil hier die Coeffi- 
zienten von q eine arithmetische Reihe zweiter Ordnung hildcu. Niouut 
man heispielawris ^,bsO, A^sssl, A^^^, J,=s^ «tc. oder 

4/(1 ^%teais + O s root« + ir*eot2s + .... (3) 

80 wird 

V« -^t } (4) 
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wobei ifc wieder zur AbküTÄUUg für ^ dient Da die Gleichung (3; 

aoeh för rssl aoch besteht, lür alle or voB\rssO bis ««soo, so 

ist noch 



./nJ. } (5) 

ebenso fiir r^— 1 

1 — 1 

yf^J. (6) 



i 



Tn vielen Fällon ist die Spezialisirung r=l, welche wir in diesem 
Beispiele vorneUracn durJleu, mcUt erlaubt, weil dabei die UeiUo für 
/Xr,2) convergenl zu sein aufliört, wie z. B. in 

+ ^ = l + rco» + r'««2z + 

und man iindet dann auf die Torige Weise den Werth von 

il, J,9 + + -^««f* + •••• 
nicht. Für solche Fülle dient die folgende Uecbnung. Sei 

0{t, z) = Tto$w + A^i^eo»%t + i^€0<5s + • • • • (7) 
60 üudet man ebenso leicht wie früher 



>/ n J ^ 

ss/l^re +^,r*e +J,re 
wobei die Glieder der Reibe unter der Form 

stehen. Nehmen wir jetzt: 



(8) 
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e = r 

woraus folgt 

80 geht das vorige allgemeine Glied in 
fiber, und die Gleichung (8) giebt 

-.}'7{^,r + ^.r« + J,r' + } 

oder 9 fär r geschrieben 

= + ^«** + + ^i«'* + •••• ' 



und 9 verm^e seiner Bedeutung = r = e ein ächter Bruch ist> 



Ein sehr einfadies Beispiel hierzu liefert die Annabme A^ts&A^^ä^ 
...sl; sie giebt, irie man leicht findet 

und folglich wenn h zur Abkürzung für ^ '(y) ^^^'^^ 
= ^ + 9* + v' + + + 

S«U$«Ueh* AMijrt. Stnii«». II 
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Für sBs 1, il, s — 1 , il, s -I* 1 , A^^^l etc. Dagegen 

wird 

und folglich 

-»-■«• + «•-«" + »"- ( 

In so fern man ein einfacbes bestimmtes Integral stets als eine 
bekannte Grösse ansehen kann, die sich naherungsweis berechnen ISsst, 
sind hiermit auch die Summen jener Reihen als gerunden zu betrachten. 

Man wird übrigens leicht bemerken, dass die so eben angestellten 

Untersuchungen noch einer Verallgemeinerung fähig sind, bei welcher 
man aus der Summe der Reihe -\- u -f- A^u* -\- .... die Summe 

derjenigen ableitet, wovon das aligemeine Glied durch -^„g"'"+"^ 
dargestellt wird, worin also die Exponenten eine beliebige arithmetische 
Reihe zweiter Ordnung bilden. Andererseits ist auch bekannt, dass 
der berühmte Verfasser der Fundammia novo schon mehrere Reihen 
der Art durch elliptische Funktionen snmmirt hat, und diess gestattet 
dann wieder eine Vergleicfaung der Terschiedenen Formen, unter welchen 
sieh jene Summen darstellen, je nachdem man sich der einen oder 
anderen Methode bedient 
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Für die AufsteUuog einM Canons, wddiw die Wertbe von r(/t) 
enthalten soll, sind zunädist zwei Bemerknngai von Gewicht; die erate 

besteht, wie schon früher angegeben wurde, in dem Satze, dass sich 
die Wcrthc von Tf//) für jedes beliebige /« leicht aiiHiiHlen lassen, 
wenn man die dem Ini» rv;i[fe « = 0 bis ^=1 entsprechenden Werlhe 
?ün r{!^) kenüt, und dieses Theorem lässt sich ohne Schwierigkeit 
noch dahin erweitern, dass man sa^zt: die Werlhe von sind 
sämmtltch als bekannt anzusehen, sobald die dem Intervalle = n bis 
|i == n + 1 , wo n eine positive ganze Zahl ist, entsprechenden Werthe 
von r(jfA) berechnet vorliegen. Richten wir nun weiter unsere AufmerlL' 
samlieit auf diejenigen Fonneln, mitteist deren r(^) für ^<Cn oder 
#c>M-hl anf den Werth ?(m r^c) finf den Fall l>#*>ii 
reduiirt wird, triBlieni wir uns «t elften Worte an die Beiiehungen 

80 Übst das Yorltonunen von blosen Huhfpliliatioiieil nnd Divisionen in 
ihnen gleidi erkennen, dass es für die Praxis am TorCbeilhaJIesten sein 
werde, nicht eme Tafel für r(^) seihst, sondern f&r die Logarithmen 
dieser Fonhtion tine soldie anfsustelleR nnd zwar nach dem Briggischen 

Systeme berechnet, um die Tafel selbst mit den gewöhnlichen logarith- 
mischen Tafeln gleichzeitig benutzen zu können. Um aber eine be- 
queme Bezeichnung zu haben, wollen wir ein für allemal 

oetMn, weM 10 die Basis te logarithmisclMi Systeft» ist. 
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Venti es nttn ranächst darauf ankSme, eine kleinere Tafel fftr 
unter der Vorausaetsung zu berechnen, dasa pt, der Reihe nach 

j 2 3 n 1 

s=s — , — , — , .... — gesetzt wird, ein Fall, der bei mehreren 

II M ft 

höheren Untersuchungen vorkommt, so leisten die versdiiedenen Re* 

duktionsformeln, welche wir für die Gammafunktionen entwickelt haben, 
in so fern die trefflidisten Dienste, als sie die Berechnung jener n — 1 
verschiedenen Ay auf die Bereciiming einer ungleich geringeren Zahl 
solcher Funktionen zurückluhreu. Nehmen wir z:B. Toa der Gleichung. 

«« — TL 

n 

die Logarithmen, so ergiebi sich nach unserer in Nr. (1) eingefAhrten 
Bezeichnung 

^(4) + -^(^-t) '^'^ " ioffun^n 

oder 

^ ('^^j = % J» — % 71 — -«i (-^) (2) 

mid hieraus geht hervor, dass man A(^) nur för die dem Intervalle 
^ = 0 bis ^ = 1 angehörigen Werlhe von fi zu berechnen braucht, 
weil dann für >■ ^ und <^ 1 die obige Formel sogleich die übrigen 
^ angiebU Man wflrde also für ein gerades n nur 

und fär ein ungerades nur 

A~) ^i^) ■ (*> 

zu berechnen haben und dann mittelst der Formel (2) die Werthe von 
^ (-^ — ), -^(— ^ — )» •••• ableiten. Aber selbst zwischen diesen 
unter (3) und (4) aufgefOhrten Funktionen finden Beziehungen statt, 
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welche die Zahl der uomittelbar za berecboeuden A noch mehr ver- 
ringem. Aue der Formel 

ergiebt sieh ntoiUcb, wenn man die Logarithmen nunmt und ^^'^ 
setit 

Andererseits ergiebl sich aber aus der Gleichung 

Aiii^ + ^(1 — = logn — hffiinfin 

für ^=2+-, 

und wenn man diese Gleichung Ton der vorhin aufgestellten snbtrahirt, 
so findet man 

k 

d. h. eine Relaüon zwischen drei Funküonen deren Argumente < ^ 
sind, sobald 2*<ii genommen wird- Ebenso ieiciii würde sich eine 
• Bendmng zwischen 4 Terscfaiedenen A, deren Argumente < A sind, 
aufstellen lassen; man brauchte sich zu diesem Zwecke nur an die 
Formel 

r<M) r(^+i) = r(3/*)3^"^''2« (6) 

zn wenden, darin /«=>-^ w setzen, die Logarithmen zu nehmen und 
dicgenigen A^ deren Argumente >4 ausWien sollten jz, B. ^ {-5- + -)) 
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(iadiirdi heraus zu schafTen , dass man die schon vorhin benutzte Re- 
lation zwischen ud(j4.) und ^(1 — /u) für sie in Anwentlung Ijrächle. 
>Vic man auf diese Weise, vom L egendre' sdien Tlieoreuie geleitet, 
weiter gehen kann, ist unmittelbar einleuchtend, und man wird sich 
nacl)4^eser Methode immer soriel Reduktioosformeln verscbalTen, als 

1 2 

man braucht, um die Berechnung von '^(— ) » ^ {—) «tc aof die 

möglichst kIoin<;lc Anzahl solcher ^ zurückzuführen. Wir wollen diess 
an dem Beispiele m 12 leigen. Hier kommt es lun^ehst hlos darauf 
an die Funktionen 

^(A). ^(^)f ^(A). ^(A). -^(A) (7) 

zu finden, denn weiiuilmi i^t 

und nach Formel (2) filr ifrsa 5, 4, 3, 2, 1: 

•^(A) = ^^ff^ — loffsin^n — ^(A) 
■^(A), =i l»Jgn — logsin^f^n — -<^(A) 



^(H) = %» - ^^^n - ^(A). 

Um nun zwischen den unter Nr. (7) auCgelührten Funktionen Be- 
ziehungen zu haben, henutien wir zuerst die Formel (B) für. 12, 
und ^b2; diess giebt 

^(A) - -i(A) = -^(A) + 4%2 

Sieht man einstweilen •^(A)=-^(l) bekannt an, so erhalten 
wir aus der letzten Gleichung 

^(A) = 2^(4) - \t^n - |%2 + i%3 (8) 
wobei für log cos -^^n = log cos'iQ^^ sein Werth gesetzt worden ist. 
Substituiren wir den jetzt bestimmten Werth von -^(A) Re- 
lation zwischen ^(A) -^(A) i*'*^'^ Bemerkung, dass 
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folglich 

loffcos^n a — 2%2 — logsin-^n 
ist, so erlialten wir jetzt 

Um eine xweite Relation xwischea ^(^) und ^(^) zubekommen, 
setzen wir in der Fonnel (6) ™^ nehmen beiderseits die 

liOgarilhmen; diess giebt 

Es ist aber ^(/^) = ««.4« 
4- 4% 2 — und jcUt wird 

Aus dieser Gleiclmng und der in (9) verzeichnetcü lassen sich nun 
auch .y/(j>j) und ^(/j) beslimiiien , voraiisgf*selzt, dass man 
und ^(i) als schon hekauot ansieht. Das Eodresultet ist dann ioir 
gendes: 

^(A) = -^(4) - -^(i) + 4%^^ 
-^(A) = V^^i?'' 

^(A) =» ^(4) - -^(1) + 4%*^ 

^CA) = - ^(4) + %» + %2 - \logZ 
-^(A) « - -^(1) + + 4%2 
-^(H)«» — 2-^(1) + Vogn + |%2 - {ItujZ 
^(14) « - ^({) - ^(») + llogn 

4- 4%2 — {%3 — 4Aj!y«M^. 

11 • 
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Some es nun in diesem Beispiele noch auf die Berechnnng von 
^(1) und ^(j) ankommt, ebenso wird in jedem Falle unter den 

12 3 
Funlitionen «-^(-jj")» -^("Ji")* -^(it)* Aniahl äbrig bleiben, 

welche direkt aufgesucht werden müssen. Hierzu dient nun folgender 
Kunstgriff. Es war 



l>ti>0 



(10) 



wobei C== 0. 5772156 . . , uiid »5^« = + ^ + . . war. Hieraus 

1" r 

geht henror, dass die Grössen S sich fortwährend der Einheit nähern 

und folglich die Reibe in ihren culkiiileii Gliedern etwas weniger als 
die lullende 

convergiren wird. Dieser für die prakliscbe Berechnung nicht sein 
vorllieiiiiafto Umstand lässt sich loiclit dadurch b^eitigen, dass man 
zu der Gleichung (lOj die uach&tebcude. 



addirt, wodurch man 

«nd auf der rpfhlen Seite tijie iin^lt'icli stärkere eouvergirendc Rt'ihe 
erltält. MuiUjjUzni man noch, um die iiadirüchen Logai ilIujigu in 
Briggi^che zu vcrwandHn, mit dem Modulus ill= 0.4342944öl00 ... 
uud setzt zur Abkürzung 

ifd-O = r,, -i-(Ä.-i) = r. (ii>i) 

so crgiebt sich die sehi* braudibaie Formel; 
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mUlelsl deren sich leicht % r(l + /u) = -^^(1 + ^) und ehenso 
^(^)swi(l + f() — Ai^^ bestimmen lässt. Zur möglichsten Erleich- 
teroDg dieser Rechnung dient die nachstehende Tabelle der Wertbe 
Yon 7*, welche eine für das praktische Bedurfniss mehr als hinreichende 
Anftdefanang besitzt 
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Ucreclinct man mit diesen Ilülfs'miltcln «. B« und ^(i), 

so lässt sich nach den Trüher cnLuickelten Relationen zwischen .<i(^)f 
^(Ä) ®^ folgende lafel aufstellen: 
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Dieser Tafel ganz Ähnlich ist die grössere von Legciulre für 
n SS 1000 berechnete, aus welcher sich unmittelbar die Werlhe von 
%^^(l+"nArv)» %ni + ToW "-8. w. entuchmen lassen, lieber 
die Emrichlung und den Gebrauch dieses für die praktischen Anwen^ 
duDgen TdUig ausreichenden Canons mögen hier die nOthigen Andeutungen 
und diesen die fragliche Zahlenreihe sdbsl folgen. 

Bezeichnen v\ir wie bisher Am; F mit A und die DUTerenz 0.001 

mit lö, so giebt die Cülomie mit der Ueberschrill log r(a) unmittelbar 
diu Werlhe von yi(a) für das Intervall a = l Ins «=2 von Tauscud- 
Ibeil zu Tanscndlheil; dahinter stehen die drei ersten DifTerenzenreiheD 
von A{a), so dass also in einer llorizontaliinie die Grossen 

a, ji(uh JA{ah -^^(«), ^^(fl) 

nebeneinander liegen. Dabei ist 

= A(fl + 3a») — 3^(a-f2iu) + 3.^(a-f ») — Aia) 

indem o die constanle Differenz des Argumentes a bezeichnet. Die 

Differenzen JA{a), jPA{a), J^A(a) bieten ein leichtes Nittel zur 

Con trolle der Tafel selbst dar, indem sich durch ilire Prüfung etwaige 
Fehler derselben leicht eutdccken lassen und es ist daher heim Ge- 
brauche der Tafel immer anziu.dhea, jede angegebene Differenz durch* 
wirkliche Subtraktion vorerst zu verifiziren. In Bezug auf die Vorzeirben 
der 3 Differenzen nniss man sich merken, dass J A{a) negativ ist von 
a= 1.000 i)is a = 1.461 und positiv von a = 1 .462 bis a = 2.000, 
ferner J*A{a) positiv und J^A(a) negativ während des ganzen luler- 
valles a=5l bis a = 2. Nach diesen allgemeinen Bemerkungen gehen" 
wir nun zur Lteung der verschiedenen Aufgaben fiher, welche der Ge- 
hrauch der Tafel von seihst mit sich hrmgt. 

1. Will man zu einer Zahl, welche selbst nicht unter der Rubrik a 
steht, aber zwischen zwei daselbst vorkommenden Zahlen liegt, das 
zugehörige A{a) linden, so ergieht sich die Hegel lür eine solche 
InlerpulalioQ aus einem sehr hckaaulen Theoreme, welches man 
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den Taylor 'sehen SaU (ur DiOerenzen genannt bat; nach demselben 
ist Dämlich wenn m das Inbrement von a bezeichnet 

<f(a + h) « 9(a) + y ~- + -JTä- -;;;r- + 

A(A~ft»)(A — 2ft») ... (h — ^r^m)J'(p(ü) 

^ h{h—(ü)(h — 2fü) .... »fl») ^y(a) 

Setzen wir hier kssspu, wo ai die vorhin anj^egebene Bedeutung 
hat und so wird 



^^ y(p-l).....(,>-,.) ^.y^^^ 

Ist nun ü eines ron den in der Tafel TorfcomniendeB Argumenten, 
so kennt man ji(a) nnd w<(a + «>)* nnd wenn man dazwischen 
^iia-i-pu)) einschalten will, so muss l>/>>0 sein. Beradisichtigen 

wir noch, dass bereits J*^{a) innerhalb unserer Tafel ^ 

erhellt leicht, dass die Glieder der obig«^n Reihe, welche J^A(a\ 
J^yt{u) clc. culhalleii, keinen Eiiifluss aul die 12'«= DeziuiaisLcile aus- 
üben würden und dass wir fulglidi für unseren Fall 

setzen dfirfen. Bezeichnen wir znr Abkflrzung wie folgt 

A(a) = log r{a) =s A 
Aia-^pu) « log r{a + pta) = B 
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so kdnneD wir die obige GieicbuBg in der Form 

B^A + p^JA+ {J'A + J'A)^ (12) 

darstellen und hieraus ergiebt sich sogleich folgende Regel: „Um zn - 
einer Zahl b zwischen 1 und 3 die zugehörige Funktion loffr(b)=ssB 
zu finden, suche man zuerst die in der Tafel vorkommende nächst 
kleinere Zahl a und die zugehörigen Zahlen A, JA^ J^A^ J*'A, 
Man bestimme darauf die Zaiil jt milteist der Formel 

b — a h — g 

p _ _ 

und l)ildc dnrniis (natürlich mit gehöriger Itücksicht auf die Vorzeichen) 
den Ausdruck Ji^A — 1(2 — p)J*A, welcher die zweite corrigirte 
Differenz von A etwa &A heissen möge, berechne femer die Grösse 
JA — \(L — p)^A\ die erste corrigute Differenz von A^ in Zeichen: 
BA, so ist dann B^A-J^pQA.'' Z.a für 6 1^«» 1.083333 .... 
wird a=3sl.0S3, und 



A \ JA 


J'A 




9 . 9Ö1 Ö5U 675 055 | ^ 194 416 822 


635 664 


— 838 



wobei in iltMi Dillcreiizcn die vorliiTgohciulcn 0.0(10 ... weggelassen 
worden sind. Femer wird p=i\ und daiaus ergiebt sich der Reibe nach 

&A — J'A — J^A = 630. 130 , 

&A^ JA _ |©M = — 194 028 805 , 

J + {eA =^ 9 . 981 494 999 367, 

und diess slimnit in der Thnt mit dem früher gefundenen Wcrlhe von 
loff r(}^^) überein. Iliernncli bat es also nicht die mindeste Schwierig- 
keit für jedes zwischen 1 und 2 liegende 6 das zugehörige /o(/r(6)=si?, 
und zufolge der früheren Bemerkung aberhaupt zu jedem 6 das ent- 
sprechende B auf 12 Dezimalstellen anzugeben. 

2. Will man umgekehrt zu einer Funktion B, welche selbst nicht 
in der Taffl slolil, ;iltcr zwischen zwei daselbst vorkonumiulcn Fuuk- 
lioncu culiiüliuu ist, das zugehörige Argument b suchen, so schlage 
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man zuerst die nftdiBC kleinere Funktion A auf und lese ihr Arguoienl a 
ab. Um bierauf bas9'{'jm zu bestimmen, muss man in der Gleichung 

p als Unbekannte ansehen und die Gleichung selbst nach p auflösen. 
Diess kann auf folgende Weise geschehen. Man vernachlässige das 
wegen des ächtgebrochenen p sehr kleine Glied 

y(l-y)(2-^p) 

OT3 — 



und schreibe also 



D^p^JA^-^J'J^ (13) 



wobei D tw Abkflrzung f&t B — A dient Es ist dann 

^ JA — i(r-^^p)J^^ ^^^^ 

woraus nun mit Vernachlässigung des n^tiven Gliedes im Nenner 
einen ersten NSherangswerth filr p nämlich Di JA findet, der in die 
Formel selbst snbsUtuirt wieder einen aweiten giebt Formirt man 
mit Hülfe dieses letitercn, der ;/ heissen möge, eine Zahl St nach 

dur Formel 

Ef^p' ^A - (16) 

so erhält man durch Subtraktion von (13) 

D — D' = {jp'^p)JA — ^(iJ — p)J*A 

+ Hp+p)(p-p')J'a 

üiier wcuü man p* für ) setzt 

woraus sicli dann der genaueie WerUi von p findet. Sei z. B. 
B 0.950 241 G72 373, ao isl die zunächst kouimende Fuoküou 
uebsi iiueu Differenzen: 
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A \ JA \ J^A 



9 . 9d0 225 631 6^6 | 4Ä 548 340 | 377 704 

und ihr entspricht das Argament a= 1.583. Ferner ist D=B — A 
=s 16140 787 und hieraus findet mau als Näherungswertb /i's=s 0.333, 
Nach Formel (l:>) wird ferner 

1^ » 16 124 625 
D — Jf:^ 16 162 

JA f (p—i)'^^ = -48 485 264 

folglich rerm^ge des WerUies Ton p' 

p s 0.333 333 34. 

Da endlich ^ = « H-Z^ö* = a + i^l^» so crgiebt sieb für das 

gesuchte Argument i der Werth 1.583 333 333 34»!^, was mit 
der frühere Angabe von hff r(l^) Qberdnstiramt. Uebrigens giehl 
es noch einen «weiten Werth von 6, welcher der Gleichung lojfr(b) 
SS 9.050 ... genfigt, und dieser liegt zwischen 1.^44 und 1.346. 
Für as= 1.344 ist nimlidi 

A \ JA \ J*A 



9 . 950 256 821 bX8 i — 52 058 495 | 470 189 

und als NSherungs Werth f&r p findet sich j»'» 0.200. Ferner hat man 

Z> =s — 15 149 445 
/l^ » _ IQ 145 307 
4 048 

JA + i^^^J^A = — 52 157 235 

und fülgiich 6 = a + = 1.344 200 077 Ol . 

Ganz ähnlich ist das V«i fahren in dem Falle, wo die gegebene 
Fuokuon B oiclit in den Tafdu sieht Hier muss man durch Yersudie 
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das nftdisUiegeade A mi seinem xiigelidrigeii ArgomeDle a aatoüttelii 
und die Difltoreoseii JA, J*A selbst berechnen; von dieser Stelle an 
bleibt sich aber die Rechnung gleich. Verlangt man s. B. dasjenige 6, 
fär welches r(b) = n, also % r(6)=s (1.497 U9 872 694 ist, so findet 

man durch einige Versuche, dass b zwischen 3.448 und 3.449 liegt; 
deiiii maii tihaJt nul JlnlCe der Formel lot/ rQj. 2) = ioy fi '<'i/(/<4'i) 
+ % Fifi + 1) für = 0 . 448 

r(3.446) = 0.496 868 362 178 
femer für ^»0.449, |«s 0.460 

r(3.440) a 0.497 33b 009 160 
%r(3.450) = 0.497 801 794 051 

und hieraus ergeben sich die Diflbrenzen 

JA = 0.000 471 643 983 

J*A =s 145 909 



als Niherangswerth Ar p findet man p* » 0.0181, 

D s 291 610 616 

SS 291 505 306 
D — I/=s 5 210 

JA + (p'^^J^A ^ 471 625 760 

woraus f> = 0.G18 Ul 047 und 6 = 3.448 618111047 folgt. 

Die smHe Wursd der Gleicbong r(^)»«K ist 6 «■ 0.286 3641, 
w man anf demselben Wege findet 

Die Tabelle fSr % r(a) ss ^(a) kann Obrigens auch sur Ent- 
irickelmig der Werthe iim ~^t benatst werden und 

diess ist in so fern wichtig, als diese Ti .inssci udtnleii nicht selten vor- 
kommen. Diflferenziren wir nämlich die Gleidiung 

S«ySBn«li, Anlyt fliMiim. 12 
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oder fiir a'^ptAessb^ A(a)^A, A(n'irpu)ssaB, 

m Bezug auf p und bemerken dabei, dase Temftge der Gleidiong 

a p<a = bf ütdpsBdb^ folgUdi 

dB _dB db _dB 
dp dö dp, ' db 

ist, so ergeben sich ohne Mülie die Gleichungen 



(17) 



«^^= JA + (p-^^)J*A + ^ 

Dieae Formeln dienen znr unmittelbaren Bestimmung von 

dlo(jr(ß) ^logr{b) d^logr{b) 
db ' db* ' db' 

vorausgesetzt, dass b zwischen 1 und 2 liegt, und ivie immer cis= 0.(101 

ist. Man nimmt dann aus den Tafeln das nächst kleinere Argument a 
und die zugtLOngeti JA^ J^A^ J^A, bestimnu darauf jp mitlciäl der 

Formel^ ^^^«p und kann jetit die obigen Fonndn anwenden. WXre 

noch /> = 0, also Ii ~ A, 6 = «, d. h. steht das Argumeal unmittelbar 
in den Tafeln, so liat man einfacher 

^ JA — \J*A + i4*A 
^'^^J^A^J^A ^(18) 



Um endlich zu einer Zahl, welche ausserhalb der Gränzen 1 und 2 
liegt, die zugehörigen DifferenzialquoUenlen zu finden, zerlege man 
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sie in eioe ganze Zahl n und eine andere Zahl 6» welche imsGlien 
1 und 2 enibalten ist Man hat dann 

lo9 r(d +n) ^ loffb + ioar(6+ 1) + . + +«-1) + ibff i\by 

folglich 

\6» (6+17 '•'••"■'■(6+11-1// 



wobei ilf den Modulna der Brijggischen Logariüunen besdchneL Da 

nun die Grfissen auf der rechten Seite sSnunUich bdiannt sind, so er- 

> 

bilt man hierans leicht die Wertbe der Differeosialqnoüenten von 
hgnb+n). 

Um diese Regeln durch lirispiclc zu erläutern und den Grad der 
Genauigkeit, welchen die Utclmung luelel, zu erkennen, nehmen wir 
zuerst a = 1 . 500 in der einfachen Formel (18). Es wird dann 

JA = 16 050 324, J^A = 406 620, J*A = 359 

und daraus erhält man 

^ s 0.015 847 394, a 0.405 979 

r/' 4 

dar 

* 

Das erste dieser Resultate ist leicht zu verifiziren. Setzt man 
nämlich ui der Formel 

= I, niulUpiizirt beiderseits mit dem Moduius M und nimmt or ass x*, 
so wird 



da 



0 



= — ifC+ 2i!f/2 = jV+il/(l— Q — %4 
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und hieraus erhält man TermOge des hekanutea WecÜics M(l — Qb 

. ^ = 0 . 015 847 394 343 69 
da 

was mit dem Obigen auf 9 DesimalsteUen fibereinstimmU 

Ebenso Jekht ist es, mitlelst der Formel (17) für 6 = 1.33333... 
die DifTercnzialquotienten von ^Al-f-^) zu herechneo* Hier isl 
asBl.333 aadpa^i 

^ii» 476 466, ^ii — 483 

und mittelst der Formeln (fS) erhält man liieraoB 

JB 



=3 — 0 . 057 341 541 S 
= 0.475 608 



^=«- 0.483. 

m 

Das erste Resultat lässt sich hier wieder durch die Formel (19) 
coDtroUireo, indem man ftss| setzt, woraus man IQr Jlf(l — C)ss»T^ 

CB — 0.057 341 642 008 65 

findet, was wieder sehr gut übereinstimmt. Ueberbaupt giebt die Be- 
dB 

Stimmung Ton immer wenigstens 8 richtige Dezunalstellen, die tob 

it*B d^B 

gieht deren wenigstens 5 und endlich die Ton nur 3 his 3. 

Bei der nicht unbedeutenden Genauigkeit, wcicbe die erste dieser 
Zahlen besitzt, kann man von ihr emen TortheUhaften Gehrauch sur 
Yerwerthung des Integrales 



f InfL 



machen. Dasselbe lässt sich z^ar für jedes rationale ft auf logarith- 
mische und cyklomeliiscbc Fuuiitionen reduziren, aber diese würden 



1 
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oft tn Terwickelt ansfalleB, als dass sie eine bequeme numerische 
Rechnung gestatteten. Wäre aber irrational, so niüssto man sich 
doch wieder mit Näherungen behclfen. Kurzer konimt uiau hier imiuer 
uiUlcist der aus der Gleichung (19) folgenden Formel 

1 d%r(i+i») 
^=^ + M äfL 

lom Ziele, wobei ^ 2.302585092994 ist 

Wir wollen ?on den so eben enlwickellen Regeln achliessUcb noch 
eine Anwendung mittheilen, die nicht ohne Interesse sein wird, nSmIicfa 
die Bestimmung desjenigen Werlbes (i^b^ üQr weleben die Funktion 
r(fi) und ebenso hgr^t) innerhalb des Interralles #casl bis |ctss2 
ihr Hinimum erreicht. Die Tafel selbst leigt, ^ dass dieser Werth 
zwischen 1.461 nnd 1.462 liegt und dass man demnach för a aas 1 .461, 
dassa -f- 1 setzen darf, wo e eine noch binzuaufögende Gorreklion be- 
zeichnet. Ferner giebt die Tafel 

Jhgria) SS — 0.000 000 055 554 
ä*logr(fl)^ 420 113 

J^logr{a)^— 383 

und hieraus erhilt man mit Hfllfe der Formebi (18) 

Ä02>«„ 0.000 266 737 

du. 

+ 0 . 420 49« 

Um nun t zu bestimmen, halten wir uns an den Taylor'scben 
Satz, wonach 

i(^r<«+«) « %r(«) + — y + — ^ — y:2 

+ — 17273 + 
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ist, wenigstens in der Nachbarsdiari von a, wegen der Stetigkeit und 
Eodlichkeit ▼ob ioffr{u) und ihren Dilfer^nzialquotienien in jener Gegend. 
Da c<iVinr ^^^f ^ kdnnen vir i*, etc' weglassen und erhalten 
jetat, wenn wir in Beiog anf c differeniiren» wobei links disssd(b — a)silft 
au aetaen ist 

dlogrjb) _ d log r(a) dUagFiß) , d'loffr(a) ^ 
db " di da* * * ** 

Soll nun b das dem Mnauiuni von logFib) entsprorbondc Argu- 
ment sein, so muss sich die linke Seite aonulliren und daraus er- 
giebt sitii 

0 « — 0.000 265 737 + (0.420 d96)a — |(0.383)i*. 

Durch Auflösung dieser quadratischen Gleichung findet man 

s s 0.000 632 1 

und mithin weil 6sa-|*i war 

6 1.461 632 1. 

Sttbstituiren wir noch den Werth Ton i in die Gleichung (20), so 
erhalten wir k>gr{a+it), d. b. 

log I\ö) Ä 9 . 947 2392 . 

Innerhalb des IntervaUes ^4 = 1 his jti =5 2 erreicht also die 

Fuüküüu r{fi) lui- = 1 . 461 6321 ilij- Minimum i» = 0 . 885 6032. 
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/I i /// 



diffi 



.ÜÜO U.OUO Oüü üüü OÜU 

.001 g.99d 749 676 441 

.0Ü2 9 »DO 500 004 

.0(M 9.91)9 251 It;.3 313 
.<»04 ' 9.9f)0 002 !>7 7 (i()7 

. (Ml.) »> . !><t8 7 jj ')()0 2:.3 

• UUU 9 . l)!»8 308 732 ü4ü 

.007 9.998 2ü2 Ü7I 998 

.008 9.998 017 319 103 

.009 9.997 772 072 330 

.010 9.997 628 730 669 



250 324 
249 811 

248 898 
248 187 

247 47 7 
240 7liS 



5Ö9 
216 

912 

04 (» 
1 1 4 
213 



240 000 012 
245 352 89j 
244 646 773 
243 941 Ü7i 
243 237 687 



713 343 
712 304 



711 

710 

709 
708 



20« 
232 
201 
171 



707 117 
700 i22 
705 102 
704 081 
703 070 



9.997 285 493 072 
9.997 0 12 958 Söa 
9.99(i MM 12«) 09 1 
9.990 359 994 Oai 
9.906 319 663 306 

9.990 079 830 971 
9 . 995 840 796 668 

9.995 002 459 401 
9.995 304 818 172 
9.995 127 871 989 



242 531 517 
241 »32 401 
211 131 413 
240 431 373 
239 732 337 



239 034 303 
238 337 267 

237 ClI 229 
230 940 183 
230 252 129 



9 . 994 
9 . 994 
9 . 994 
9.994 
9.993 



891 (»19 800 
050 000 790 
421 193 812 
187 017 926 
953 532 153 



I 



9.993 

9 . 993 
9-993 

9 . 903 

9 . Uü2 



720 735 519 

488 027 048 
257 205 700 

020 470 702 

7ii() 420 889 



235 559 001 
234 800 984 
234 175 «87 
233 486 772 
232 790 031 



702 050 
7(M 04« 
700 040 
099 030 
698 034 

097 030 
696 038 

095 010 
094 054 
093 005 



.031 9.992 567 055 301 
.032 9.992 338 373 156 
.033 9.992 110 373 313 

.034 9.001 883 054 875 
.035 I 9.991 666 416 8S6 

.0.30 j 9.991 430 458 392 
9. HO! 205 178 445 
9.990 980 570 095 
9.990 750 050 397 
9.990 533 400 409 



232 108 471 

231 421 282 

230 735 0()4 
230 049 813 
229 305 528 

228 082 205 
227 999 843 
227 318 438 
220 037 989 
226 968 494 



225 279 947 
224 C02 350 
223 925 098 
223 249 988 
222 676 220 




687 180 

080 218 
685 251 
084 285 
083 323 



0H2 302 
081 405 
680 449 

079 405 
678 547 



677 597 
070 052 
075 7(0 
674 768 
673 830 



12« 
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.056 

.057 
.058 

.059 



OGü 
0(57 
0Ü8 
0»» 
070 



Tafel der Logaiithmeii der Ganunafiiiiklioiieii 

ii 




9.990 310 

1) *M»o 088 
Ü.Dhl) 8<i7 

9.989 427 

9.Ü80 20« 
9.988 989 

9988 771 
9.988 554 
9.988 337 



825 189 
923 799 
(;95 304 
138 770 
253 267 

037 806 
491 «40 

013 GOG 

403 022 
858 790 



221 901 
221 228 
220 650 
219 885 
219 215 



390 
495 
534 
503 
401 



0 121 
9.987 1)01) 
9.987 G92 
9.987 478 
9.987 205 



Ü80 0j2 
7(ij SÜ4 
215 4<»5 
327 074 
101 793 



9.987 052 

9.980 840 

9 . <«S(J O'IO 

9 . «ISO 4 18 
9 . llS(i 208 

O.tJüä 999 

9,985 790 

9.985 583 

9 98.5 375 

9. 985 ItiO 



63« 85» 

031 907 
3S<i 218 
793 713 

808 556 

594 854 
97« 714 
013 249 

703 571 
Ü4ü 794 



9.984 953 
0.9S4 7") 7 
9.984 öi>2 
9.984 348 
9.984 145 



042 038 

U85 Uü5 
931 094 
525 635 



».983 942 
9.983 740 

9. 983 539 
9.9'^3 338 
9.9«3 138 



767 817 
«56 769 

191 025 

371 5*20 
195 591 



218 540 226 
217 877 974 

217 210 G41 
210 544 232 
215 878 738 



215 
214 
213 
213 
212 



214 158 
550 489 
887 731 
225 881 
504 935 



211 904 891 

211 245 749 
210 587 505 
200 930 157 
209 273 702 



208 018 140 
207 063 465 
207 309 678 
206 656 777 
206 004 756 



205 353 
204 703 
204 053 
203 405 
202 757 



017 
356 
971 
459 
818 



202 
201 

200 
200 
199 



III 

465 

820 
175 
532 



048 
144 

105 
929 
614 




072 
671 
671 
G70 
669 



895 
901 
031 
102 
175 



668 252 
667 330 

006 412 
005 494 
664 580 



663 669 
662 758 
661 850 
660 946 

OliO 044 



659 142 

658 244 

657 348 
656 455 
655 502 



654 675 
653 787 
652 901 

652 021 
651 139 



650 201 
649 385 
648 512 
647 641 
646 770 



645 904 
«45 039 

644 176 

643 315 

642 450 
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187 



% ' 

1 1 .U81 
f 1 . 082 
\ 1.083 
1 1.084 
1 1065 






U 


,1 


0.981 950 610 660 
9.981 754 9-28 98:} 
9.981 öj9 ülö 055 
0.981 305 458 833 
9.981 171 077 075 


195 690 677 
195 053 328 
194 416 822 
193 781 158 
193 146 332 


637 349 
636 506 
635 664 
634 826 
633 987 


«43 t 

83« T 
839 f. 
836 1 


1 1.086 

f ' * 

1 1 .088 

i 1 .089 
1 1 . OUO 


9.980 978 531 343 

9.080 786 018 998 
9. 980 594 139 804 
9.980 402 892 928 
9.980 212 277 510 


192 612 345 

191 879 194 

IfU 246 876 
190 615 388 
189 981 731 


633 151 

C32 318 
631 488 
()30 ü57 
629 B29 


833 1 

830 1 

831 f 

828 1 

824 'A^ 


S 1 .091 
S 1 . 09i 
f 1.093 
9 1.094 

I I 095 


9.980 022 292 809 
9.979 832 937 907 
9.979 044 212 010 
9.979 456 114 296 
9.979 268 043 941 


189 351 902 
188 725 897 
188 097 714 
187 470 355 
186 843 815 


G'li) 005 
628 183 
627 359 
026 540 
62Ö 724 


~822 1 
S24 f 
819 f 

816 y 

815 2 


i 1-O90 

f, 1 . 097 
f 1 . 008 
1 1.090 
1 l.lOU 


9.979 081 800 126 

9 .97a S't .) .'^82 036 
9.978 701) U88 853 
9.978 525 019 766 
9. 978 340 673 962 


180 218 091 
185 593 182 
184 969 087 
184 345 804 
183 723 330 


624 909 
624 095 
623 2H3 
622 474 
621 067 


814 1 

809 i 
807 f 
806 ^ 


1 1 . 101 
i 1.102 
1 1 . 103 

1 i • 
9 1 . 105 


9.978 156 950 632 
9.977 973 848 960 
9.077 791 368 107 
9.977 609 507 422 
9.977 428 'Hi5 \)Xi 


183 101 663 
182 480 802 

181 860 745 
181 241 489 

180 623 032 


620 861 
620 057 

619 256 
618 457 
617 658 


804 i 

801 1 

799 
799 1 
795 ^ 


1 1 . lOG 
1 1.107 
8 1 . 108 
1 1 . 109 

t i-iio 


9. HTT 247 642 901 
9.977 067 637 .527 
9.076 888 249 016 
9.976 709 476 574 
9.976 531 319 400 


180 005 374 
179 :]88 51 1 
178 772 442 
178 157 165 
177 642 679 


616 8r.3 
616 069 
615 277 
614 486 

613 699 


"794~| 
792 i 
791 $ 
787 
787 1 

~784 1 
783 1 
780 §S 
779 S 

778 ii 


{ 1.111 
fi 1. 112 

g 1 113 
§ 1 . 114 

f > • 


9.976 353 776 730 

9.976 176 847 750 
9.976 000 531 682 
9.975 824 827 742 
9.975 649 735 147 


176 028 980 

ITH :?!() 068 
I7ä 703 940 
17.') 092 595 
174 482 030 


612 912 

612 128 
611 345 
610 565 
609 786 


f 1 . 116 
& 1 . 117 
1 1.118 
i 1.119 
I 1.120 


9.975 475 253 117 
0.075 301 aao 873 
9.975 128 117 637 
9.974 055 462 634 
9.974 783 416 092 


173 872 244 
173 263 236 
172 655 003 
172 047 542 
171 440 853 


609 008 
008 233 
607 401 

606 089 
605 919 


776 y, 
772 t 
772 6 
770 1 
768 f 



Digitized by Google 



188 



Tafet der LogpirithiBcii der Gammafanktionen 



121 
122 
123 
124 
125 



hg Tin) 



9.974 
9 . ri74 
9. Üi4 
9 974 
9.973 



«II 074 
441 130 
270 «09 
101 284 
932 202 



230 

522 
1X4 
348 



170 834 934 
170 220 7H3 
169 025 398 
189 021 778 
188 418 918 



005 151 
004 385 
003 022 
602 858 
602 099 



7t;o 

703 
704 
759 
759 



120 

127 
128 

120 

130 



9.973 

9.973 
9. 973 
9 . 973 
9. 973 



763 843 

500 020 
428 811 

202 IO(f 
000 181 



430 

Oll 
132 

235 
105 



167 816 819 

107 215 479 

lOG 014 897 
lüü 015 070 
105 415 990 



601 340 

000 582 

590 827 
500 074 
508 322 



131 
132 
133 
131 
135 



9.07 2 030 7ti5 169 
9.972 705 947 495 
9.972 601 727 394 
0.072 438 104 117 
9.972 235 076 917 



IfU 817 074 

lüi 220 101 

163 623 277 

103 027 200 

162 431 866 



.TO 7 573 
5U0 824 
596 077 
595 334 
594 590 



758 

755 
753 

752 
749 

^4fr 
747 
743 
744 
741 



I3ü 
137 
138 
139 
140 



9.972 112 045 or>I 
0.971 950 «07 775 
9. 971 789 504 348 
0.071 028 014 031 
0.971 468 856 086 



101 837 270 
101 243 427 
1(50 050 317 
100 057 945 
159 466 309 



141 . 
142 

143 
144 
145 



140 
147 
14$ 
149 

1.'0 



0.971 309 389 777 
9.971 150 514 360 

9.070 !»02 229 130 
9.970 »34 533 330 
9.970 077 420 238 

9.970 620 907 128 
9.970 304 075 274 
0.070 209 029 952 
9.970 054 870 438 
9.969 900 606 012 



158 875 408 
158 285 239 

157 095 800 
157 107 002 
150 510 110 



155 
155 
154 
154 
153 



931 854 
315 322 
759 514 
174 426 
500 056 



593 849 
593 110 
692 372 
591 630 
590 901 

590 109 
589 439 

588 708 
587 982 
587 250 



151 

152 
153 
154 
155 



9.969 747 105 956 

9.909 591 099 552 
9.909 411 070 083 
0.009 289 U34 837 
9.009 138 575 099 

0.908 987 890 158 
0.968 837 797 307 
9.968 688 277 838 

9. OOS 530 337 043 
9.908 390 974 219 



163 006 404 

152 423 409 

151 841 240 
151 250 738 
150 678 941 



150 
140 
148 
148 
147 



09» 851 
519 400 
940 795 
302 824 
785 556 



580 532 
58.') SOS 
585 088 
584 370 
583 652 



682 935 

582 223 
581 508 

5 So 707 
560 OÜO 

TfÖ 382 
578 074 
677 971 
577 208 
576 667 



739 
738 
730 
735 
732 

730 
731 

720 
726 

72 t O 



724 
720 
718 
718 
717 



712 

715 
711 n 

707 

708 
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TOD 1.000 bis 3.000. 



ISO 




IGl 
1U2 
1C3 
104 
165 

im 

167 

168 

169 
170 

171 
172 
173 
174 
176 



9.068 243 188 663 

9.9G8 095 97D 674 
9 Oft? 949 341) 552 
9 . 907 803 288 i>99 
9.967 657 805 118 



147 208 089 

H6 633 122 
146 057 953 
145 483 481 
144 909 703 



«75 867 

575 109 
574 472 
573 778 
573 085 



9.967 
9.967 
9.967 

9.967 
9.966 



512 895 415 
368 568 797 
224 794 671 

08 i (502 018 
938 980 630 



9.n(i(; 

9. 966 
9.966 
9.966 
9.966 



796 929 356 
655 417 815 
514 535 232 
374 190 923 
234 414 209 



336 618 
764 226 
192 623 

621 



144 
143 
143 
142 
142 061 183 



500 



141 481 541 
140 012 583 
140 344 309 
139 776 714 
139 209 799 



572 392 
671 703 
671 014 

570 32« 
669 642 



508 958 
5(58 274 
507 5ü,> 
566 915 
666 237 



176 9,966 096 204 410 

177 9.966 966 560 848 

178 9.965 818 482 846 

179 9.965 680 «M.O TM 

180 9.965 514 02U 828 



IKI 9.905 407 635 466 

IU2 9.065 271 812 974 

183 9*966 136 662 686 

184 9.966 001 863 932 

185 9.964 867 716 047 



186 
187 
188 
189 
190 

loT 

192 
193 

194 
195 



9.964 734 138 366 
0.064 601 120 227 
0 004 468 660 909 
9.904 336 759 932 
9.964 205 416 457 



9.964 074 029 887 
9.963 944 399 666 
0.963 814 724 842 

9.963 685 605 061 
9.963 667 039 671 



138 643 662 
138 078 002 

137 513 115 

!:?G 048 903 
130 385 362 



666 560 
664 887 

564 212 

563 5 II 
602 870 



135 822 492 
135 260 288 
134 698 754 
134 137 886 

133 577 681 



562 201 
561 534 
560 869 
660 204 

550 512 



133 018 139 

132 268 
131 ÜOl 037 
131 343 476 
130 786 570 

130 230 321 
129 674 724 
129 119 781 
128 666 490 
128 011 847 



668 881 

558 221 
557 562 
556 905 
556 249 
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log r(a) 



diffi 



II 



1.202 

1.203 
1.204 
1.205 



1 i.-2(m 

f. I . l>07 
l . 208 
1 . 209 
1.21ft 

Tr2iT 

1.212 

i.2i;i 

1.214 
1.215 



9.962 797 250 482 
9.962 672 546 925 
9.962 548 392 501 
9.962 424 780 573 
9.962 301 72S 504 



0.962 179 217 657 
9.962 057 253 400 
9.961 935 835 098 
9.961 814 902 121 
9 . 961 694 633 839 



1.216 
1.217 
1.218 
1.219 
1.220 



1.221 
1.222 

1.223 
1.224 
ö 1.225 




^ 1-231 
ffi 1.232 
S> 1.233 
1.234 
1.235 



1.230 
1 . 237 
1.238 
1.239 
1.240 



9.961 574 849 622 
9.961 465 608 844 

9.961 336 910 878 
9.961 218 Tia <>1>9 
9.961 101 140 886 



124 
124 

123 
123 
122 



703 557 
154 424 

605 928 
058 009 
510 847 



1-Jl m\ 257 
121 418 302 
120 872 977 
120 328 282 
119 784 217 



119 240 778 
118 697 966 

IIS 155 779 
117 614 213 
117 073 271 



540 133 
548 496 

547 859 
547 222 
546 590 



545 955 
545 325 
544 695 
544 065 
543 439 



9.960 984 067 615 
9.960 867 SM m{\ 
9.900 751 541 410 
9 . 960 636 087 258 
9.960 521 171 565 



9 . 960 406 793 724 
9.960 292 953 123 

9.960 179 649 149 
9.960 066 881 100 
9.950 054 ()4!S (KUi 



116 



115 



532 949 
003 247 
115 454 161 
114 915 693 
114 377 841 



113 840 601 
113 303 974 

112 767 050 

\\1 232 654 
III 607 758 



9.959 842 950 878 
9.959 731 787 310 
9.959 621 157 325 
9.959 511 060 318 
9.959 401 495 687 



9.959 292 462 828 

9.959 183 961 141 
O.OüO 075 990 026 
9 . 958 968 548 88ö 
9.958 861 637 121 



9.958 755 254 138 
9.058 649 399 341 
9.958 544 072 138 
9.958 439 271 936 
9 . 958 334 998 144 



III 163 568 
HO h20 085 
110 097 007 
109 664 631 
109 032 859 



108 501 687 

107 971 115 
107 441 141 
106 911 764 
106 382 983 

'105~854 797 
105 327 203 
104 800 202 
104 273 792 
103 747 971 



542 812 
542 187 

541 506 
540 942 
510 322 

n;;o 702 

530 08() 
538 468 
537 852 
537 240 



536 627 
536 013 

535 405 
534 796 
534 190 



533 
532 
532 
531 
531 



583 
978 
376 
772 
172 



530 572 

529 974 
529 377 
528 781 
528 186 

527 594 
527 001 
526 410 
525 821 
525 232 
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K 4t 




thffi 


u 


Mit X 


i 1-211 
1 1.242 
f 1.243 
i 1.244 
i 1 .245 


9.95S 231 250 173 
9.95N 128 027 434 
9.958 025 329 341 
9.957 923 163 308 
9.957 821 504 750 


103 222 739 
102 098 093 
102 174 033 
101 650 658 
101 127 666 


524 640 
524 000 
523 475 
522 892 
522 310 


5 86 0 
585 :| 
583 1 
582 1 

i 


i 1.246 

i ^•^'^^ 
f 1.248 

1 1.249 

2 1.250 


9.057 720 377 084 
9.957 619 771 728 
9.957 519 688 100 
9.957 420 125 623 
9.957 321 083 716 


100 605 356 
100 083 628 

99 562 477 
99 041 907 
98 521 914 


621 728 
521 151 

520 570 
519 993 
519 417 


577 1 
581 1 

577 i 
576 1 
575 1 


1 1.251 
8 1 252 
J 1.253 
i'1.254 
1 1.255 


9.957 222 561 802 
9.957 124 559 305 
9.957 027 075 650 
9.956 930 110 265 
9.956 833 662 578 


98 002 497 
97 483 655 
96 965 385 
96 447 687 
96 930 561 


518 842 
518 270 
517 698 
517 126 
616 565 


575 1 
572 1 
572 1 
671 k 
570 1 


i 1.256 

Q 1.257 
S 1.258 
f 1.259 
1 1.260 


9.956 737 732 017 

9.956 642 318 011 
0.956 547 419 990 
9.956 453 037 389 
9.956 359 169 640 


95 414 006 

94 898 021 
94 382 601 
93 867 749 
93 353 463 


515 985 

515 420 
514 852 
514 280 
513 723 


565 1 

568 ffi 
56(} f 
503 1 
503 J 


1 1.201 
i 1.262 
§ 1.263 
} 1.264 
i 1.265 


9.956 265 816 177 
9.956 172 976 437 
9.956 080 649 857 
9.955 988 835 876 
9.955 897 533 933 


92 839 740 
92 326 580 
91 813 981 
91 301 943 
90 790 466 


513 160 
512 599 
512 038 
511 477 
510 920 


561 1 
501 9 
501 1 
557 f 
657 k 


{ 1.266 

S 1.267 
1 1.268 
9 1.269 
f 1.270 


9.955 806 743 467 

9.955 710 403 921 
9.955 626 694 7:\H 
9.055 537 435 MiO 
9.955 448 685 234 


90 279 546 

89 769 183 
89 259 378 
88 750 126 
88 241 427 


610 363 

509 805 

n09 252 
508 6'J9 
508 140 


558 1 

553 i 
553 1 

553 1 

554 1 


1 1.271 
1 1.272 

S 1-^7^ 
8 1.274 

f 1.275 


9.955 300 443 807 
9.955 272 710 526 
9.955 185 484 837 
9.965 098 766 191 
9.055 012 564 040 


87 733 281 
87 225 089 
86 718 646 
86 212 151 
85 706 204 


507 592 
507 043 
506 495 
505 947 
305 398 


549 1 
548 J 

548 S 

549 8 

^ t 


i 1.276 
1 1.277 
i 1-278 
i 1.279 

1.280 


«9.954 926 847 836 

9.954 841 0-t7 0.30 
9.954 756 951 077 
9.954 C72 759 432 
9.9.')4 5>i9 071 553 


85 200 806 

84 r)95 953 
84 191 645 

83 687 879 
83 184 


504 853 

504 308 
503 7(>6 

503 223 
502 080 


545 1 

542 % 

543 a 

543 'fk 
539 1 



I 
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II 



1.281 


9.954 505 880 897 


82 681 976 


502 141 


530 3 


1.283 


9.954 423 204 921 


82 179 835 


501 602 




1 . 2M3 


9.954 341 02 j 086 


81 678 233 


;>01 Oßl 


;) '.8 f 


1 . 284 


9.9j4 259 340 S.).i 


öl \ii 169 




536 * 


1 . 285 


9 . 9a4 1/8 169 684 


80 Oiü 64'i 


499 901) 


535 ^ 


1.286 


9.954 097 493 041 


80 176 653 


400 455 


532 Ö 


1.287 


9.954 017 316 Jb« 


79 677 198 


498 923 


534 1 


1 .288 


9.953 937 639 190 


79 1/8 tio 


498 380 


532 '1 


1 . 289 


9.9u3 858 400 915 


78 679 886 


497 857 


529 i 


1.290 


9.953 779 781 029 


1 on Ann 

78 182 029 


497 328 


531 j| 


1.291 


9.953 701 590 000 


77 684 701 


496 797 


628 1 


1.292 


9.953 623 914 299 


77 187 904 


496 269 


526 f 


1 .293 


9.953 546 i2l» 395 


76 001 ().).) 


40.) / 43 


528 5 


1 . 294 


9.953 4/0 O-U ;()!) 


iX.) 195 892 


411' •> 1 ' 

40^ 21.) 


52» Ö 


1 . 295 


9.953 3','3 838 SOS 


i o t\)\} 6 / / 


i 1 k 1 i ' 1 1 i k 

494 000 


;)23 * 


1 . 296 


9.953 318 138 191 


'75~205 98r 


494 167 


525 1 


1.297 


9.953 212 032 204 


74 711 820 


403 612 


520 8 


1 . 298 


9.953 168 220 384 


74 218 1/8 


493 ill 


523 ^ 


1.299 


9.9S3 094 002 206 


73 /2ö OSO 


49a 599 


■STD A 

518 f 


1.300 


9.963 020 277 150 


73 2tS2 457 


4v2 Ool 


519 X 


1.301 


9.952 947 044 693 


72 740 376 


491 502 


519 1 


1.302 


9.952 874 304 317 


72 248 814 


491 043 


518 8 


1 .303 


9.9;j2 802 055 503 


i\ ;57 //I 


490 52;> 


513 % 


1 . 304 




/ I 207 24(» 


490 012 


51. ^ 


1 . 30d 


9 . 9;)2 n.>9 03Ü 4S(> 


i\j lit 2J4 


489 495 


512 o 


1 . 306 


9.952 588 253 252 


70 287 739 


488 983 


514 \ 


1 . 307 


9.952 517 965 513 


69 798 756 


488 469 


511 


1 . 308 


9.952 448 166 757 


69 310 287 


487 958 


512 ä 


1.309 


9.952 o78 856 470 


68 822 o29 


JO^r MAß. 

487. 446 


An S 

509 II 


1.310 


9.952 310 034 141 


68 334 883 


jna A'>'9 

486 937 


tf An V 

508 1 


1.311 


9.952 241 699 268 


67 847 946 


486 429 


509 1 


1.312 


9.952 173 851 312 


67 361 517 


485 020 


506 1 


■ . 'HO 


9 052 lOn iSO TQ^i 


66 87 > 

\ß\ß \J i *f »9x74 


485 414 


504 o 


\.:Ui 


9.952 039 614 198 


66 390 1S3 


484 910 


505 ?5 


1.315 


9.051 073 224 015 


65 905 273 


4S4 405 


506 \ \ 


"l 3l(r" 


9.051 007 318 742 


65 420 868 


4s;j 


502 H 


1 317 


9.951 841 897 874 


64 936 969 


483 397 


503 


1.318 


9.951 776 960 905 


64 453 572 


482 804 


499 S 


1.319 


9.951 712 507 333 


63 970 678 


482 395 


498 1 


1.320 


9.951 648 536 655 


63 488 283 


481 897 


501 1 
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von 1.000 bis 2.000. 



103 



.3'21 
. 3-22 
.323 
.324 
.325 



.3*26 

.327 

.328 
.321» 
.331» 



.331 
.332 
.333 
.334 
.335 



.336 

.337 
.338 
.339 
.340 



.341 
.342 
.343 
.344 
.345 



.346 
.347 
.348 
.34U 
.350 



.351 
.352 
.353 
.354 
.355 



.350 
357 
.358 
.359 
.360 



hgr(a) 



diffl 



9.951 
9.951 
9.951 
0.U51 
0.051 



585 048 372 
522 041 1180 
459 51() K'.Mi 
397 472 905 
335 000 216 



03 000 386 
02 .124 990 
()2 044 091 
Ol 503 089 
61 083 78-2 



0.051 
9.051 

0.951 
9.951 
9.951 



274 825 434 
314 221 062 

154 093 607 
094 448 577 
035 270 481 



9 . 950 
9 . 950 
9.950 
0.050 
0.060 



97(5 587 825 
918 373 120 
800 034 879 
803 372 612 
746 585 831 



0.050 600 274 053 

634 436 790 

579 073 558 
524 183 873 
409 707 254 



9 . 950 
9.950 

9 . 950 
9 . 950 



9.950 415 823 221 
0.95O 362 351 290 
0.050 300 350 981 
0.050 356 831 818 
9.950 204 763 323 



9 . 950 153 175 017 

9.950 102 056 425 
9.950 051 407 0*1 
9.950 001 220 4N0 
9.949 951 514 191 



9.949 902 269 714 
9.949 853 492 580 
0.040 805 182 335 
9.949 757 3.38 491 
0.040 700 900 588 



9.949 663 048 156 
9.949 6^) nOO 727 
9.949 570 017 837 
9.949 523 099 020 
0.040 480 043 811 



00 004 372 
60 125 455 

59 047 030 
59 169 096 
58 691 656 



214 705 
7.38 241 



58 
67 

57 202 207 
56 786 781 
56 311 778 



55 837 263 
55 363 232 

54 889 685 
54 416 01<» 
53 944 033 



53 471 931 
53 000 309 
52 629 163 
52 058 405 
51 588 306 



51 118 502 

50 049 ;{52 
50 ISO 5S7 
49 712 2'»^, 
49 244 47: 

^48 777T28" 
48 310 251 
47 843 844 
47 377 903 

40 912 432 



46 447 429 

45 982 890 
45 518 817 
45 055 209 
44 592 065 



481 396 
480 899 
480 402 
479 907 
470 410 



478 917 
478 425 

477 934 
477 440 
476 951 



47r, 464 
475 974 
475 486 
475 003 
474 515 



474 031 
473 547 

473 066 
472 586 
472 102 



471 
471 
470 
470 
460 



622 
146 
608 
180 
714 



460 240 

408 765 
408 292 
4 07 818 

4(,7 349 



400 877 
400 407 
465 041 
465 471 

405 003 



464 539 

464 073 
463 608 
463 144 

462 084 



/// 



497 
497 
4<»5 
497 
403 



492 
401 

494 



487 



490 
48.S 
483 
488 
484 



484 
483 

4 SO 
484 
480 

l76 
478 
479 
475 
474 
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loa r(o\ 


"'ff * 


1 « 

1 


71/ 1 


1.301 
1.302 
1.303 
1.364 
1.365 


9.949 435 451 740 
9.949 391 322 305 
9.949 347 055 206 
9.949 304 440 807 
9.949 261 705 709 


44 120 381 
43 667 159 
43 205 399 
42 744 098 
42 283 256 


402 222 
461 700 
401 301 
460 842 
460 384 


459 1 
459 f 

458 1 

459 1 


1.366 

1.307 
1.308 
1.309 
1.370 


9.949 219 422 453 

9.949 177 599 581 
9.940 136 230 034 
9.949 095 333 156 
9.949 054 888 092 


41 822 872 

41 302 947 

10 9(>3 478 
40 444 404 
39 985 904 


459 925 

459 409 
459 014 

458 500 
458 100 


456 5 

455 1 

454 f 

454 1 
454 i 


1.371 
1.372 
1.373 
1.374 

1 373 


9.949 014 91 »2 
9.948 975 374 990 
9.948 936 304 844 
9.948 897 691 898 

9.948 859 535 702 


39 527 798 
39 070 146 
38 612 946 
38 156 196 

37 699 897 


457 052 
457 200 
456 750 
456 299 

455 849 


452 1 

450 S 

451 f 
450 £ 

449 1 


1.376 1 

1 . 377 

1 . tl y 8 

1.379 
1.38Ü 


9.948 821 835 805 

9.948 784 591 757 
9.948 747 803 109 
9.948 711 469 414 
9.948 075 590 2_>3 


37 244 048 
36 788 648 
36 333 695 
35 879 191 
35 425 131 


455 400 
454 953 

454 504 
451 (M»l( 
453 015 


447 1 

449 o 
4 44 1 
445 1 
447 1 


1.381 
1 . 382 
1.383 

1.384 

1.385 


9.948 040 105 092 
9.948 605 193 570 
9.948 570 675 228 
9.948 530 009 605 
9.048 502 996 205 


- 34 971 516 
34 518 348 
34 066 623 
33 013 340 
33 161 499 


453 108 
452 725 
452 283 
451 841 
451 399 


443 i 
442 S 
442 i 
442 f 
440 i 


1 . 380 
1.387 
1 .388 
1 . 389 
1.390 


9 . 948 409 834 706 
9.948 437 124 606 
9.948 404 865 525 
9.948 373 056 904 
9,948 341 098 303 


32 710 100 

32 '25M 141 
31 808 <i_>l 
31 358 541 
30 908 899 


450 959 
450 520 
450 080 
449 042 
449 205 


439 f 

440 1 
438 q 
437 1 
436 f 


1.391 
1 . 392 
1.393 
1 .394 
1.3U5 


9.948 .au 789 404 
9.948 280 329 770 
9.948 250 318 845 

9.948 220 756 253 
9.048 191 641 559 


~3(r459~69l 
30 010 925 
29 562 592 

29 114 694 

28 667 228 


448 709 
448 333 
447 898 
447 400 
447 031 


436 1 
435 n 

432 3 

435 t 
43-2 1 

432 1 
439 1 
431 S 

428 1 

429 I 


1 . 396 
1.397 
1 . 398 
1.399 
1.400 


9.948 162 974 331 
9.948 134 754 134 
9.948 100 980 536 
9.948 079 053 105 
9.948 052 771 411 


28 220 197 
27 773 598 
27 327 431 
26 881 694 
26 436 388 


446 599 
446 167 
445 737 
445 306 
444 878 
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von 1.000 bb 3.000. 



195 





1 


%r(a) 


diffi 


II 


/// 1 

s 


g 1 . 401 


9 


.948 026 335 023 


25 991 


510 


444 449 


426 g 


S 1.402 


9 


. 948 000 343 613 


26 647 061 


444 023 


428 S 


f 1.403 


9.947 974 796 452 


25 103 038 


443 595 


427 1 


1 1.404 


9 


.947 949 693 414 


24 059 


443 


443 168 


425 1 


Ii 1.405 


9 


.947 925 033 971 


24 216 


275 


442 743 


424 1 


1 1.40Ü 


9 


.947 900 817 696 


23 773 


532 


442 319 


4 >:? 0 


i 1.407 


9 


.947 877 044 104 


23 331 


213 


441 896 


424 1 


f 1.408 


0 


.947 853 712 951 


22 889 


317 


441 472 


423 f 


1 1.409 


9 


.947 m) 823 634 


22 447 


845 


441 049 


419 1 


1 ^'^^^ 


9 


. 947 808 375 789 


22 006 796 


440 630 


421 1 


1 1.411 


ü 


.947 786 368 993 


21 566 


166 


440 200 


422 i 


1 1.412 


9.947 764 802 827 


31 125 957 


439 787 


418 1 


f 1.413 


9 


.947 743 676 870 


20 686 


170 


439 369 


f 


S 1.414 


9 


.947 722 990 709 


20 -MO 


801 


438 952 


418 § 


ff» 


9 


.947 702 743 8119 


19 807 


849 


438 534 


418 1 


i I . 416 


<» 


.947 682 930 0.50 


19 369 


315 


438 HO 


410 i 


B 1.417 


1) 


.947 0()3 5r»0 735 


18 931 


199 


437 700 


415 3 


1 1.418 


9 


.947 644 635 536 


18 493 


499 


437 285 


414 1 


f 1.419 


9.947 626 142 037 


18 056 5fl4 


436 871 


414 f 


1 1.420 


9 


.947 608 086 823 


17 619 343 


436 457 


414 2 


1 1.421 


9 


. 947 690 466 480 


17 182 


886 


436 043 


410 1 


8 1.422 


9 


.947 573 283 594 


10 746 


843 


435 033 


414 1 


P 1.423 


9 


.947 556 536 751 


16 311 


210 


435 219 


410 1 


I 1.424 


9 


.947 540 225 541 


15 875 


991 


434 809 


409 1 




9 


. 947 524 349 550 


15 441 


182 


434 400 


411 Q 


k 1.426 


9 


.947 508 908 368 


15 006 


782~ 


433 98t) 






0 


.947 493 901 586 


14 572 


793 


433 .581 


408 & 


B 1.428 


9 


.947 479 328 793 


14 130 


212 


433 173 


406 1 


1 1.429 


9 


.947 465 189 581 


13 706 


039 


432 7<i7 


407 a 


f 1.430 


9 


.947 451 483 542 


13 273 


272 


432 360 


407 1 


1 1.431 


9 


.947 438 210 270 


12 840 


912 


~43r953 


404 1 


1 1 m 


9 


.947 425 309 358 


12 408 


959 


431 549 


404 1 


y 1.4:1;} 


0 


.947 412 960 :V^n 


11 977 


410 


431 145 


403 1 




[\ 


.947 400 98-2 os'i 


11 540 


265 


430 742 


404 1 


1 1 . 435 


9 


.947 389 430 724 


11 115 


523 


4JU 060 


402 a 




9 


.947 378 321 201 


10 085~ 


l85~ 


I29 930 


401 1 


1 1.4.i7 


9 


.947 367 636 016 


10 255 


249 


429 535 


400 1 


8 1.438 


9 


.947 357 380 767 


9 825 


714 


429 135 


400 1 


1 1.439 


9 


.947 347 555 053 


9 396 


579 


428 735 


309 8 


f 1.440 


9 


. 047 338 158 474 


8 967 


844 


428 336 


400 1 
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a 



log i(a) 



1 .441 
1 . 44-2 
1.443 
1 .444 
1.445 


0.917 329 190 630 
1).947 320 651 122 
9.047 312 539 550 
9.947 304 855 516 
9.947 297 608 626 


1.446 
1.447 

1 .448 
1 . 410 
1 .450 


9.947 290 768 479 
0.047 284 364 684 

9.947 278 38(i 843 
9.947 272 834 564 
9.947 267 707 452 


1 .451 
1 .452 
1.463 
1 . 454 
1.466 


9.947 263 005 114 
9.947 258 727 158 
0.047 254 873 192 
0.047 261 442 826 
9.947 248 435 070 


I .456 
1 . 457 
1 . 458 
1 .459 
1 .460 


0.047 246 861 334 

9.947 243 689 430 
9.947 241 949 670 
9.947 240 631 365 
0.047 230 734 430 


1 .461 
1.462 
1.463 

1 .464 
1 .465 


9.947 239 258 378 
9.947 239 202 824 
9.947 239 667 383 
9.947 240 351 672 
9.947 241 555 3ü7 


1 .466 
I .4(57 
1 . 4(>S 
1.400 
1 .470 


9.947 243 177 905 
9.947 245 219 0S4 
9.947 247 678 464 
9.947 250 566 664 
0.047 263 860 302 


1.471 

] .472 
1 .473 

1 . 474 
I .475 


0.047 257 562 000 

9 .917 261 690 380 
9.947 2I5G 235 064 
9.947 271 195 674 
9. 947 276 571 832 


1 .476 
1 .477 
1.478 

1 .479 
1 480 


9.947 282 3153 164 
9.947 288 569 294 
0.947 206 180 847 
9 . 947 302 224 440 
0.047 309 672 726 




8 539 508 
8 III 572 
7 684 034 
7 256 891 
6 830 146 



6 403 795 

5 077 841 

6 552 279 
6 127 112 
4 702 338 



4 277 956 
3 853 966 
3 430 360 
3 007 156 
2 584 336 



2 161 004 

1 739 86ü 
1 318 205 
896 935 
476 052 



— 55 554 
+ 364 550 
784 289 
1 203 635 
1 622 698 



2 041 179 
2 559 3B0 

2 877 200 

3 294 636 
3 711 608 



4 128 380 
4 644 684 

4 960 610 

5 370 158 

6 791 332 



427 036 

427 538 
4'27 143 
426 745 
426 351 



425 954 
425 562 
425 167 

424 774 
424 382 



423 990 
4n 600 
423 210 
422 820 
422 432 



422 044 

421 055 
4-21 270 
42U 883 
420 498 



420 113 
419 730 
410 346 
418 963 
418 681 



418 
417 

417 
417 



201 
820 
438 
060 



416 682 



6 206 130 

6 620 553 

7 034 602 
7 448 277 
7 861 580 



416 304 
415 026 

415 548 

415 171 
414 798 




414 423 
414 049 
413 675 
413 303 
412 032 
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a 


% r(«) 


diffl 


n 


III 






8 


274 


512 


412 0.29 


Sil) 




O OA7 ftflS flIQ 


8 


087 


070. 


412 l9o 


Siv 




0 n 17 "IIA AOti fifiA 
!' . U 1 1 •j.}4 't\fO 090 


9 


009 258 


411 olo 


a70 


1 .484 


0.047 34:i 5U5 146 


0 


511 


076 


1 1 1 448 


368 


1 .485 


9.947 353 lüü 222 


0 


922 


524 


411 080 


368 


1 48ti 


V m Vt 1 If^O flu 


10 


333 


6(14 


.1 1 II ^ 1 o 

41 U Iii 


11 ti 

•) ! rt 


1 4K7 


0 ttAl ITX t'^n 


10 


744 


316 


411) .>4Z 




1 . 488 


0 . Ud7 ^HJ. ma 


11 


154 058 


4UII llfU 


«SUU 


1.480 


0.947 3U5 201 324 


II 


564 634 


409 010 


306 


1 .490 


9.047 400 826 958 


11 


974 244 


409 244 


305 




O O^T ^IB nnn <miq 
V.V«« 919 9UU «UV 


12 383 488 


408 87v 


aOO 


1 4n*2 




12 


702 


367 


4Uo 014 


Ol) 4 




II (117 /lAl 07rt n^"? 


13 


200 


881 


'iWS I »u 


1 1ii 


l .494 


9. 947 457 I7ü 038 


13 


ÜOÜ 


031 


407 787 


363 


1 . 4l)d 


9.947 470 785 009 


14 


016 


818 


407 424 


361 


1 dUli 
1 . tSjU 




14 


424 


242 


407 UoJ 


oi)4 


1 4(17 


O OAT AiXli ')'>? iton 
tf.ll4/ 4iftf Alii VJtV 


14 


bUl 


305 


400 UifU 


IIa 

JJO 


a . WO 


Q o^7 ftiA n\n 


15 238 004 


4UD «141 




I .400 


9.0 17 529 290 338 


15 


644 


345 


405 070 


350 


1 .500 


0.047 544 040 683 


10 050 324 


405 620 


360 


1 . u 1 


Q OilT 'liln 4IQI rwt7 


16 


»mm 

4oa 


944 




O ^ Ii 


1 ^It9 
1 . «iU« 


lf.V4f u/f 44 U Vi) l 


IG 


861 


205 


404 UUZ 






n (117 Rii.l 'iiiü 1 
U.tfjlf U;f4 oUu lOU 


17 


266 


107 


404 ü40 




1 . 504 


0.947 üll 574 203 


17 


670 


652 


404 187 


3j0 


1.605 


9.947 029 244 915 


18 


074 


830 


403 831 


356 


1 \n(\ 
1 t üUD 


O OJ7 «47 im 7ft/l 


18 


478 


670 


40a 470 


40U 




o tk£9 tuta 7(ia 

V * Vw-f 009 /VO 4*4 


18 


882 


145 


4Vtf 1 IV 


tKA 


1 . vUO 


0 ()i7 ({Rl üRn <l(iO 


19 


2S5 


264 


4U^ /OO 


O •) ü 


1 .500 


9.947 703 9«5 833 


19 


688 


020 


402 410 


353 


1 .510 


9. 947 723 (>53 8G2 


20 


090 


439 


402 057 


353 


1 All 
1.011 


0 (147 711 7J4 im 


20 


492 


496 


401 7Ü4 


1 


1 512 


O (»4.7 7<iJ. 1*14» 7(i7 


20 


894 


2U0 


1 II I 1 


IHM 
Ja4 


1 

■ . V I M 


O 1111 o07 


21 


2ijj 




400 »yb 


.>4U 


1 • V 14 


II fiAA A'Ottt RAtt 


21 


690 


550 


A An ULA n 
400 040 


9 AI 


1 .515 


9.947 828 123 009 


22 


097 


199 


400 288 


350 


I.6I6 


9.947 850 220 298 


22 407 


407 


399 948 


350 


I .517 


9.947 872 717 705 


22 


897 


44.) 


399 598 


340 


1 . 5 1 H 


9.947 895 ßtS 240 


23 


297 


043 


399 240 


348 


1 . 5tU 


9.947 918 912 283 


23 


696 


292 


39H 901 


347 


1 .520 


9.947 942 008 675 


21 




1<>3 


31)1} lioA 


348 
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.626 
.627 

. 5*28 
.529 

.630 



.531 
.532 
• 533 
.634 

.535 



.63G 

.537 
.538 
.639 
.540 



.541 
.642 
.643 
.644 
. 645 



.546 
. 547 
.648 
.649 
.660 



.561 

.652 
.553 
.654 

.655 



. 556 

.658 
.669 
.660 



% r(a) 



9.917 966 703 768 
9.047 991 J97 615 
9.948 016 089 468 
9 048 041 379 280 
0.048 007 006 600 



9.948 093 161 100 
9.048 110 632 418 

9-948 146 510 216 
9-948 17 5 784 ir)0 
9-948 20i 4j3 H7ö 

9.948 229 51!) 050 
9.948 257 979 334 
9.040 280 834 386 
0.048 316 083 861 

9.948 343 727 422 



diffl 



il 



9.948 375 764 729 
9.018 406 195 443 
9 . 1)18 437 019 225 
9.948 468 235 737 
9.948 499 844 642 



9.948 531 846 603 
9.048 664 238 284 

9.948 697 022 348 
9.948 630 197 461 
9.948 663 703 287 



9.948 697 719 492 
9.948 732 01)5 744 
9-940 766 801 70U 
9.048 801 027 063 
0-048 837 441 447 



0.048 873 344 668 

9.948 009 636 055 
9.94S 946 315 607 

9.948 083 382 887 

9.949 020 H37 563 



24 4<.)3 747 
24 891 953 
26 289 812 
26 687 326 
26 084 494 



26 4H1 318 

26 877 798 

27 273 934 

27 669 725 

28 065 175 



28 460 284 

28 855 U51 

29 240 476 

29 643 561 

30 037 307 



30 430 714 

30 823 782 

31 216 512 

31 608 905 

32 000 061 



32 392 681 

32 784 064 

33 175 113 

33 565 H2Ü 
33 956 20 5 



34 
34 
35 
36 
36 



346 252 
735 964 
125 345 
614 394 
903 III 



36 201 497 

36 679 552 

37 067 280 

37 454 676 
37 841 744 



9 !) 11) 058 (i79 307 
9.949 ÜÜ6 907 790 
0.940 136 622 087 
0.040 174 623 669 
0.049 213 910 410 



38 228 483 

38 614 897 
30 000 082 

39 386 741 
39 772 173 



H'is '206 
397 859 
3U7 514 
307 168 
390 824 



396 480 

396 136 



395 
396 
395 



791 

450 
109 



394 767 
394 42j 
394 086 
393 746 
39i 407 



Ui 



347 
345 
346 
344 
344 



393 008 

302 730 
392 393 
392 056 
301 720 



391 383 
391 040 

390 713 
390 379 
390 017 



389 712 
389 381 
389 049 
388 717 

388 386 



388 066 

387 728 

387 396 
3S7 0(>H 
386 739 

3«t) 414 
386 085 
386 760 

385 432 
385 108 



344 

345 
341 
311 

342 

I42 
340 
339 
339 
339 



338 
337 
337 
336 
337 



327 

332 

328 
329 
325 



329 
326 
327 

324 

327 



334 
336 

331 H 
332 

335 

~J3 I 
332 
332 
331 

331 
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.öül 
.562 
.5(i3 
.504 

.565 



.660 

.507 
.568 
.569 
.670 



571 
672 
573 

574 
575 



. 570 
. 577 

.679 
.680 



diffi 



0.949 253 682 583 
•0.949 293 839 864 
9-049 334 381 92G 
9.049 376 308 446 

o uio 4n; 019 loi 



0.049 

9.949 
9.949 
9.949 
9.949 



458 313 

50» 391 
542 852 
585 696 
628 923 



665 

517 

634 
595 
078 



40 
40 
40 
41 

41 



157 281 
542 062 
026 620 
310 655 

694 464 



42 077 052 

42 401 117 

42 843 901 

43 226 483 
43 608 683 



0.949 
0.940 
0.049 

9 919 
9.949 



672 631 
716 622 
760 894 

805 647 
850 782 



701 
325 
451 

819 
109 



43 U90 564 

44 372 126 

44 753 368 

45 131 200 
4.) 514 895 



9.910 
9.949 
9.949 
9.950 
9.950 



800 207 004 
942 I!)2 187 
988 467 340 
035 122 146 
082 166 289 



45 895 183 
40 275 153 

46 654 806 

47 034 143 
47 413 165 



384 781 
384 458 
384 135 
383 809 
383 488 



383 165 
382 844 
382 522 
382 200 
381 881 



381 562 
381 242 

380 922 

380 005 
38(» 288 



/// 



379 970 
379 053 
379 337 
379 022 
378 905 



.581 

.5H2 
.583 
.584 
.585 



.58« 
.587 
.688 
.589 
.590 



0.050 

9.9)0 
9.950 
9.950 

9 .t).)0 



129 569 454 

177 361 324 

22.') 53! 586 
274 079 926 
323 006 030 



47 

48 

4H 
48 
40 



791 

170 

548 
020 
30 J 



870 

202 
340 
104 

553 



378 302 

378 078 
377 764 
377 449 
377 138 



9.y.>U 372 300 583 
9.050 421 990 274 
0.050 472 047 702 
0.950 522 481 821 
0.050 573 292 058 



49 OSO 691 

50 057 518 
50 434 032 

50 810 234 

51 186 126 



376 827 
376 514 
376 202 

375 892 

376 583 



. 501 
.592 
.593 
.594 
.505 

Tjoo 

.597 

.599 
. 000 



0.050 024 478 184 
9.950 676 039 893 
9.950 727 976 874 
9.950 780 288 817 
9.950 832 976 415 



61 

51 

52 
52 
63 



561 709 

936 OKI 
311 913 
686 598 
060 946 



375 272 
374 002 
374 Oö.) 
374 347 
374 038 



9.950 886 036 360 
0.050 030 471 343 

9.950 003 2S0 05 0 

9.951 047 4f;2 194 
9.951 102 017 450 



53 
53 

54 
54 

54 



434 982 
808 713 

182 138 

555 256 

928 008 



373 730 
373 425 

373 118 
372 812 

372 507 



310 
307 
308 
309 
308 
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Tafel der Logarithnieo der 




hg na) 



156 945 518 

212 246 093 
2U7 018 870 
323 963.546 
380 379 816 



9.951 
9.9SI 

9.051 
!) . 93J 
<) .9jI 



437 167 376 
494 325 923 

S^I 855 155 
()Ü9 751 770 
im 024 467 



.(HO 
.617 

• 618 

• 610 

• 620 

.621 
.622 

.623 
.624 
.625 



0.9dl 726 663 9f5 
9.051 785 672 904 
9.951 845 051 042 
9. 951 904 798 060 
9.951 964 913 660 



0.052 025 307 641 
0.052 086 249 407 
0 052 U7 4Hg 960 
0.952 209 055 903 
9.952 271 009 938 



y.lij2 ai3 330 768 
9.952 396 018 099 

9 .952 459 071 635 
0.952 522 491 081 
0.052 586 276 143 



.626 
.627 
.628 
.629 
.630 



9.952 650 426 525 
9.952 714 941 934 
9. 952 779 822 079 
9.952 845 066 666 
9.952 910 675 402 



631 I 9.952 976 647 995 

632 0 953 042 984 155 

633 9.953 Iü9 683 591 

634 i 9.953 17« 746 012 
(I:J5 9 .{)53 211 171 128 



diffl 



55 300 575 

55 672 777 

56 044 670 
56 416 270 
56 787 560 



57 168 547 
57 529 232 

57 899 615 

68 209 697 

58 (iliO 478 



u 



372 202 
371 8yi) 
371 51)4 
371 290 
370. 987 




370 685 
370 383 

370 082 
300 781 
369 4SI 



59 008 059 
50 378 138 

59 747 018 

60 115 600 

00 433 881 



369 179 
368 880 
368 582 
368 281 

307 985 



60 851 

61 219 
61 
61 



866 

553 
586 943 
954 035 
62 320 830 

62 687 331 

63 053 536 
63 419 446 

63 785 062 

64 150 382 



64 515 .109 
04 880 115 

65 244 687 
65 608 735 
65 973 593 



367 687 

367 390 

307 092 
300 795 
366 501 



366 205 
305 910 
365 616 

305 320 
365 027 



66 336 160 

66 699 436 

67 062 421 
67 425 116 
67 787 522 



364 730 
304 442 
364 149 
363 857 
363 567 



363 276 

362 985 
362 095 
362 406 
302 115 




Digitized by Google 
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0. 



.641 

. (» 42 
.«43 
.Ü44 
.045 



.(j46 
.647 
.648 

• Giö 

.650 



.651 

.652 
.653 
.654 
.655 



.656 
.657 
. 658 
. C59 
.6ü0 



.661 
.662 
.663 
.664 

. 665 



.666 

.667 

. 6li8 
. 60i> 
. 670 



.671 
.672 

. 073 
.674 
.675 



.676 
.677 
• 670 
.679 
.680 



%r(«) 



/// 



9.953 656 322 233 

9.953 72« 27 S 132 
9.953 796 591 122 
9.953 867 270 817 
9.953 93S 307 031 



69 955 899 

70 316 290 

70 676 395 

71 036 214 
71 31)5 718 



9.954 009 702 77» 
9.951 081 457 777 
9.954 153 571 740 
9. 954 226 044 385 
9.954 298 875 428 



71 751 im 

72 113 963 
72 472 645 

72 831 043 

73 189 158 



360 39t 
360 105 

359 819 

359 534 
a.-)!) 250 

358 965 
358 682 
358 398 
358 tl5 

357 833 



286 
286 

285 

284 

285 

283 
284 
283 
282 
283 



9.954 372 OÜl 58i» 
9.954 445 üll 577 
9.954 519 516 118 
9.954 593 777 927 
9.954 668 396 725 



73 546 091 

73 904 541 

74 2()1 809 
74 618 798 
74 975 505 



9.954 743 372 230 
9.954 818 704 159 

9.954 894 392 235 

9.954 970 436 180 

9.955 046 835 712 



75 3Ji 929 

75 688 076 

76 043 915 

76 399 .532 
76 754 840 



9. 955 l-i? Mn\ 552 
9.955 200 700 423 
9.955 278 165 016 
9.955 355 984 045 
9.955 434 157 443 



77 



109 871 
77 401 023 

77 819 099 

78 173 208 
78 527 219 



9.955 

9.955 
9.955 

9.955 
9 . 955 



512 684 662 

591 565 527 
670 799 762 

750 387 090 
830 327 238 



78 880 865 

79 234 235 

79 587 328 

79 910 148 

80 292 Ü93 



9.955 Ülü 619 931 

9.955 991 264 895 

9.956 072 261 856 
9.956 153 610 511 
9.956 235 310 677 



80 0 1 1 904 

80 996 961 

81 348 685 

81 700 136 

82 051 314 



9.956 317 361 991 
9.95(5 399 701 212 
9.956 482 517 007 
0.956 565 620 286 
9.956 649 073 696 



82 
82 
83 103 
83 453 
83 803 



402 221 

752 855 



219 
310 
132 



357 650 
357 208 
356 989 
356 707 
356 424 



356 147 
355 869 

355 687 

355 308 
355 031 



354 752 
354 476 
354 199 
353 92t 
353 646 



282 
279 
282 
283 
277 

^78^ 
282 
279 

277 
279 

Y76 
277 
278 
275 
276 



353 370 

353 093 
352 820 
352 545 
352 271 



277 
273 

275 
271 
274 



351 997 
351 724 
351 451 
351 178 
360 907 



350 634 
350 364 
350 091 
349 822 
349 553 



273 
273 
273 
271 
273 

270 
273 
269 
209 
269 ^' 
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9.956 732 87« 728 
9.956 817 Ui9 113 
9.956 9ül .331 382 
9.056 986 382 364 
0.957 071 582 000 



1 .686 

1.688 

1 .689 
1 .690 



1 .691 
1 . «92 
1 . 693 
1.694 
I.60J 



1.090 
1.697 

1 . C98 
1 .699 
I . 700 



I 701 
I . 702 
1.703 
1.704 

I .705 



1.706 

1 .707 
1 .708 
1 . 709 
1 .710 

I . 711 
1.712 

1 .713 
I . 71 1 
1 . 7i5 

1 .716 
1 .717 
I.7IB 
1.710 
1.720 



9.9ä7 157 139 291 
9.957 243 020 099 
0.957 320 271 048 

9.957 415 863 070 
9.957 502 802 49S 



9.9:)7 590 089 067 
9. 9.» 7 677 7'i2 .509 
9.957 765 702 558 
9.957 854 028 050 
9.957 942 701 420 



9.058 031 719 702 
9.958 121 0S3 535 

9.9')8 210 792 6. VI 
9.958 30(> 846 794 
9.958 391 21.) 692 



9.958 481 üö'J 088 
0.958 573 076 718 
9.058 001 508 321 
9.958 750 283 636 
9.958 848 402 401 



0.058 040 8ii4 356 

9.959 0;J3 669 240 

9.959 816 793 

9. 959 iiO 306 757 

9.a^9 314 138 872 



diffi 



II 



84 152 685 
84 .501 969 

84 S.')ü 982 

85 199 726 

85 548 201 

h5 8i)6 408 
80 214 349 

86 592 022 

86 939 428 

87 286 569 



87 (i33 442 

87 \m\ 019 
bs J26 392 

88 072 470 

89 018 282 



349 284 
349 013 
348 744 
348 475 
348 207 

347 941 
347 073 

317 406 

347 III 
346 S73 



/// 



271 
269 
2 »19 
268 
260 



80 303 833 

89 709 119 

90 054 140 

90 398 898 

90 713 396 

1>1 OS 7 6J0 

91 431 603 

91 775 315 

92 na 7<.5 

92 401 955 

1)T~804 8«4 

93 147 553 
93 4 SO 9U4 
93 832 115 
04 174 007 



316 607 
346 342 
346 078 
345 812 
345 551 



345 286 

.•515 0 21 
344 7.i8 
3t I 198 
341 2 14 



343 973 
343 712 
343 450 
313 190 
342 029 



9.9V9 4i»8 312 879 
9.950 502 828 521 

9.95» 597 685 537 

9.959 (192 883 fi7 1 
9.959 788 422 61)9 



94 515 612 

94 857 016 

95 198 134 

05 518 9'rH 

95 87i> 6112 



9.959 S8l 302 271 

9.959 9 SO 522 220 

9.960 077 082 261 
9.060 173 082 138 
0.900 271 221 500 



<Mi "219 949 
96 d(iO 041 

96 899 877 

97 239 458 
97 578 784 



342 «(i9 

312 411 

.\Vl »51 

341 892 

341 035 

~34r374 
341 118 

340 864 
310 604 

340 317 



268 
207 

2i»5 

266 

"265 
264 
266 
261 
265 



206 

263 
260 
264 
261 



2<»u 4 
262 
260 
2GI 
260 



258 
260 
259 
257 
261 



34<> 092 
339 83 1» 
339 581 
339 326 
339 070 



256 
254 

260 
257 
255 

^256 
255 
255 
250 
252 
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von 1.000 bis 2.000. 203 



S tt 


% na) 


diffl 


// j m 1 


i I ,721 
$ 1 . 722 
i 1.723 
|; 1.724 


9.000 308 800 380 
9.900 400 718 231 
9.9Ü0 ÖÜ4 974 900 
0.960 063 670 140 

V . VWt 70« 9WJ Uod 


97 917 B54 

98 2.'»0 072 
98 595 234 
08 933 545 


338 818 
338 602 
338 311 
338 057 
337 802 


250 % 

251 $ 

254 1 

255 1 

250 S 


i *™ 

1 1 . 727 
1 1 . 728 
$ 1 .7-2«) 

■ Ri I .T'?l> 

gK 1 • i->y) 


0.060 801 775 287 

9.9(i0 901 384 «91 
9. 901 061 331 047 
9-901 Ifil Ojr> 903 


99 009 401 

99 94 (i 9.16 
100 284 250 
100 021 303 

HHI üiJS IIJH» 


337 552 

337 3(J0 

337 017 
330 790 
330 545 


252 1 

253 J 
251 1 
251 $ 
250 % 


|~rr73i 

£ i .732 
t 1.733 

V 1 734 
1 .740 


9 . :Uüi lUä 305 
9.001 40t 189 949 
0.001 600 120 888 
9.901 008 087 872 

n nüt Qfkik 
O.Ool 770 OtfU OdU 


iOl 291 t>44 
lOl 030 939 

101 966 084 

102 302 778 


330 295 
330 045 
335 704 

33r) .'i4f5 
335 296 


2.i0 S 
251 1| 
248 f 
250 9 
250 j| 


1 1.730 

1 1 .7:57 

f 1 . 73U 
mS> I . 74V 


9.901 873 028 974 

O .OiiI 970 002 594 
U . 9t>2 07!» 311 2<i0 

9.902 182 954 725 

4k OM4 OaiK tk'Mi 
V.VD« Zoll V^m «41 


102 973 020 

103 308 000 

103 043 405 

103 978 016 
in^ *K\*k ViXk 


335 oin 
334 799 
334 551 
334 304 
334 056 


•247 g 

248 H 
247 f 
24S 1 

249 I 


1 1.741 

f I .743 
i 1 .744 
Y i . 7 lo 


9.902 391 245 001 
9.962 405 801 437 

ü.9(»2 000 871 020 

9. 9ü2 7(>'i 18.) 300 
y.\Htz oll oJZ i.iii 


104 646 376 

104 980 183 

105 313 740 

lO.') 017 001 


333 807 
333 563 

333 318 
333 008 
332 822 


244 tt 

245 8 

250 X 
240 f 

243 9 

. .c 


1 

* 1 .747 
g 1.748 
1 1-740 
1 . 7Ö0 


9.902 917 812 5«2 
9.9f):i 024 125 510 
9-90i 130 771 049 
9-903 237 748 917 

n tut'» tA-i n^u fi? 1 
V . Uli J o4J UDO 0/1 


10'» :ji2 o.u 

100 045 533 

106 977 868 

107 309 957 

Mm U'i 1 oll.» 


332 579 
332 335 
332 080 
331 846 

331 002 


244 
240 H 

243 S 

244 f 

245 1 


i i-7Äi 

i 1-752 
1 1.753 

i 1.754 
Ä 1 . 75j 


0.963 452 700 077 

9.903 5V,{) 074 082 
9.903 OiiS 978 844 
9.9(.3 777 014 721 
9.903 SHü 581 170 


107 073 405 

108 304 702 

108 0;i.5 877 
los 9(i(i 719 

109 297 378 


331 357 

O.) 1 1 1 •> 

330 872 
330 029 
330 388 


212 * 

213 ^ 
211 ^ 
243 f 


^ ^ — 

1 1.757 
§ 1.768 
i 1.759 
f 1.760 


9.90J 995 878 848 
0.004 105 500 014 
9-904 216 464 526 

9.904 325 7.52 340 
9-964 430 309 813 


109 027 700 

109 957 Oll 

110 287 815 

1 10 017 -178 
110 940 901 


330 145 
329 904 
329 663 

329 423 
329 182 


241 

241 ^ 

240 3 

241 1 
241 1 
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Tafel iler Logariliitueu der Gamniarunktiooeu 



a 



I 



loff i \a) 



II 



.7ül 
.7tf2 
.703 

.704 
.705 



.700 
.707 
.708 
.769 
.770 



U.U04 547 310 711) 
0.904 058 59*2 8ü2 
0.004 770 197 826 
9. 904 882 131 552 
9.904 994 393 741 



9.905 
9.0Ö5 
9.905 
0.065 
0.965 



100 984 153 
211» Od'i 550 
333 14b 0U4 
446 722 340 
660 623 269 



11 
11 
II 

12 
12 



12 
13 
13 
13 
14 



270 
005 
033 
262 

590 

918" 

210 

573 

000 

227 



U83 
024 
726 
189 
412 

397 
144 
052 
923 
056 



328 941 
328 702 
328 403 

3*28 2-2:i 
327 985 



327 747 
327 508 
327 271 
32? 033 
326 796 



.771 

.772 
. 773 

. 7 74 
775 



0.965 

9.905 
9 . 905 
9.900 

9 . oon 



674 851 225 
739 405 977 

901 287 288 
019 41)1 023 
135 0.!S (il5 



14 554 752 

14 881 311 

15 207 (135 
15 533 722 
15 85l> 573 



326 559 
326 324 

320 087 
325 851 
325 017 



.770 
.777 
.778 
.779 
.780 



O.UOi» 25« 888 218 
9.900 307 073 408 
9.966 483 583 978 
9.966 600 419 694 
9.966 717 580 322 



. 781 
. 7 82 
. 783 
.784 
.785 



9.906 835 005 ü28 
9.900 952 875 377 
9.ür)7 071 0(11) 337 

9.907 189,407 275 
9.967 308 248 957 



tÜ 185 190 
10 5|0 570 

16 835 716 

17 160 628 
17 485 306 



3-25 380 
325 140 
324 912 
324 678 
324 443 



. 780 
.787 

.788 
.789 
.790 



9.907 
0.967 

9.907 
9.907 
9.907 



427 354 151 
546 782 626 

006 534 148 

7Sf5 (iOS 487 
907 005 412 




.791 
.792 
.793 
.794 
.795 



0 . ♦>t)*^ 
9 . 

9 . 908 
0.968 
9.968 



{Ml 72 t fin2 
148 700 096 
270 129 394 
391 814 356 
513 820 752 



19 428 

19 751 

20 074 

20 390 

20 719 

21 041 
21 3f»3 

21 084 

22 006 
22 327 



475 
522 

339 

9-25 
280 

tt» 1 
*2l)8 
902 
396 
602 



32.1 
322 
322 
322 

322 



017 
817 
586 

355 
124 



321 
321 
321 
321 
320 



81)4 
004 
434 
200 
970 



.796 

.797 
.793 
.799 

. 800 



9.968 636 148 354 

9.908 758 790 932 

O.nr.S 881 700 258 
O.DO!) 005 050 1(»4 

9.909 128 000 241 



228 J 

229 # 

227 S 

228 C; 
220 I 



22 648 578 

22 OüO 320 

23 280 840 
23 010 137 
23 930 201 



320 748 
320 520 

320 201 
320 004 
310 830 
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TOD 1.000 bis 2.000. 305 



diffi 



Ul 



1 


. 8f»l 


n 

V 


.909 


252 


590 


4 12 


' 124 


250 


037 


*) I n ^: 1 n 
olM 0 i U 




1 


. 802 


9 


. 9(59 


37(i 


ftlO 


479 


J24 


501) 


047 


310 382 


22.*) 


1 


.803 


9 


• 9(»9 


50 1 


410 


120 


124 


889 


020 


319 157 


227 


1.804 


0 


.969 626 


305 


155 


125 208 


186 


318 930 


225 


1 


. 805 


0 


.909 


751 


513 341 


125 


527 


116 


318 705 


227 


1 


.806 


n 

9 


.969 


877 


040 


457 


125 


845 821 


4lo 479 




1 


. 807 


0 


. 970 


002 


880 


278 


120 


104 


299 


318 253 


223 


1 




9 


. 1)70 




050 


577 


120 


482 


552 


318 030 


220 


1 


.809 


!) 


. 970 


*« »' •! 


533 


129 


12Ü 


800 


582 


317 804 


224 


1 


.810 


9 


. 970 


3S2 


333 


711 


127 


i 18 


386 


317 ÖSO 


224 


1 


. 811 




7970 


509 


452 


097 


127 


435 


9f50 


"> 1 7 'I \t'i. 

.5 1 / .>.)U 


ZZJ 


1 


.812 


9 


.970 


(i3Ü 


888 


063 


127 


753 


322 


317 133 


224 


1 


.813 


9 


.970 


764 


641 


385 


128 070 455 


316 909 


223 


1 


.814 


9 


970 


892 


711 


840 


128 


387 


364 


310 680 


223 


1 


.816 


9.071 


021 


099 


204 


128 


704 


050 


316 463 


222 


1 


.810 


9 


.971 


1 


so 3 


254 


129 


020 


513 


'IIA 1 




1 


.817 


9 


.971 


278 


823 


707 


129 


33() 


7.U 


310 019 


222 


1 


•818 


9 


.971 


408 


100 


521 


12!) 


O02 


773 


315 7!)7 


221 


1 


•8IU 


9 


.971 


537 


813 


294 


Ii9 


908 


570 


315 570 


222 


1 


.820 


9.971 


667 


781 


864 


130 


284 


146 


315 354 


221 


J.82I 


9 


.971 


798 


060 010 


130 


599 


500 


<Jld 100 


AZU 


1.822 


9 


.971 


928 665 510 


130 


914 


633 


314 913 


221 


1 


• 8'23 


0 


.972 


059 


580 


143 


131 


229 


546 


314 692 


219 


1 


824 


9 


. 972 


190 


809 


089 


131 


544 


238 


314 473 


220 


1 


.825 


9 


.972 


322 


353 


927 


131 


8.58 


711 


314 253 


220 


1 


.820 


9 


. 972 


454 


212 


038 


132 


172 


904 


Ol'* II.).) 


X 1 17 


I 


.827 


9 


.972 


580 


385 


002 


J32 


480 


997 


313 814 


219 


1 


.828 


9 


. 972 


718 


872 


599 


132 


800 


811 


313 595 


217 


1 


.829 


9 


.972 861 


673 410 


133 


114 


406 


313 378 


220 


1 


.830 


9 


.972 984 


787 


816 


133 


427 


784 


313 158 


217 


1 


.831 


9.973 


118 215 600 


133 740 942 


0 1 * V4 ■ 


Ata 


1 


.832 


{) 


.973 


251 


950 


542 


134 


»53 


883 


312 723 


218 


1 


. 833 


9 


.973 


38(5 


OIO 


425 


134 


300 


ÜÜO 


312 505 


210 


I 


.834 


9 


. 973 


520 


377 


031 


134 


079 


1 1 1 


312 289 


210 


1 


.835 


9 


.973 


(ij5 


ÜJÜ 


1 12 


134 


991 


400 


312 073 


219 


1 


.830 


9 


.973" 


790^ 


1)47 


542 


135 


303 


473 


311 854 


2ir 


J 


.837 


9 


.973 


925 


351 


015 


135 


015 


327 


311 640 


217 


1 


.838 


9.974 000 966 312 


135 926 967 


311 423 


215 


1 


. 839 


9 


. 974 


190 


893 


309 


130 


238 


390 


311 208 


210 


1 


.840 


0 


.074 


333 


131 


699 


136 649 698 


310 092 


214 



i 
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Tafel der Logaritlinieo der Gammarunktionen 

% r(o) 



.841 
.842 
.843 
.844 



9 
9 
9 
9 
9 



»74 409 
»74 000 
974 743 
»74 881 
»75 018 



.840 
.847 
.848 
. 849 
.850 



.851 
.852 
.853 
. 854 
.855 



. 850 
.857 
.858 
.859 
. 800 



.801 
.802 
.863 
. 804 
.8Ü5 



.807 
. 808 
. 809 
.870 



.871 
.872 
.873 
.874 
.875 



9 

9 
9 
9 
9 



»75 157 

175 295 

)7.) 4;U 

»75 57«i 

975 712 



9. 
9. 
9. 
9. 
9. 



975 852 240 480 
975 992 205 217 
970 13i 472 596 
»7») 27:J 048 407 
970 413 932 438 



9 
9 
9 
9 
9 



9. 
9. 
9. 
9. 



9 
9 
9 
9 
9 



9. 
9. 
9. 
9. 
9. 



OSl 297 
541 887 
713 255 
195 180 
987 405 



089 878 
502 211 

224 251 
255 785 
590 599 



»70 555 124 477 

»70 090 024 :n:i 

970 8:JH .i?A 735 

»70 980 540 534 

»77 122 908 499 




Ii 



W 



130 8<)0 590 
137 171 308 
137 481 931 

137 792 279 

138 102 413 



138 412 333 

138 722 040 

139 031 534 
139 340 814 
139 049 881 



310 778 
310 503 
310 348 
310 134 
309 920 



309 

309 



707 

4'.U 



309 280 
3ü9 007 
308 850 



139 958 737 

140 207 379 
140 575 811 

140 884 031 

141 192 039 



141 499 830 

141 Sl»7 422 

142 114 799 
142 421 905 
142 728 920 



308 042 
308 432 
308 220 
3l»8 0(»8 
307 797 



307 
307 



580 
377 



»77 205 097 419 
»77 408 733 08ö 

977 552 075 290 
»77 095 723 822 

977 839 078 473 



»77 
»78 
978 
»78 
178 



983 939 
128 505 
273 377 
418 554 
504 030 



034 

298 
057 
102 
225 



143 035 007 
143 342 204 
143 648 532 

143 954 051 

144 200 501 



3» »7 100 
300 955 
306 747 

300 537 
306 328 
306 119 
305 911» 
305 703 



78 709 823 220 

978 855 914 882 

979 002 311 002 

»79 149 011 375 
979 290 015 794 



144 500 204 

144 871 759 
H5 177 045 

145 482 123 
145 786 995 



140 t»9l 002 
146 396 120 

146 700 373 

147 004 419 
147 308 259 



305 495 
3(»5 280 
3(»5 07M 
304 872 
304 667 



304 458 
304 253 

304 046 
303 840 
303 635 




147 
147 
148 
148 
148 



011 

915 
218 
521 
824 



894 
324 
548 
509 
384 




303 430 
3(13 224 
3(»3 021 
302 815 
302 612 
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von 1.000 bis 2.000. 



207 



o 


log i {a) 


"7/ ' 


n 1 71/ 1 


1.881 
1 . 882 
1.8S3 
1 . 884 

1 .HSj 


9. 080 184 415 772 
9. OSO .133 542 708 
9.080 482 072 171 
0.080 032 703 778 
Ü.U<SO 762 737 380 


149 126 006 
140 420 403 
140 731 607 
l.)0 033 608 
1 )0 335 405 


302 4(»7 
302 204 
302 001 
301 707 
301 505 


203 % 

203 'f: 

204 % 

202 f. 

203 1 


1 . .s<s<i 
1 . 88/ 
1.888 
1.8S9 
1.890 


O.O.SO 033 072 701 
0.081 083 700 701 
0 . 981 234 648 183 
9.981 385 887 764 
9.981 537 428 333 


150 637 000 

150 038 302 

151 239 581 
151 540 5«»0 
151 841 355 


301 302 
301 180 
300 988 

300 786 
300 58> 


203 1 

201 Ii 

202 f 
201 J 

203 1 


1.891 

1 .802 
1 . 803 
1.804 
1.805 


9.981 689 269 688 

9.081 841 411 028 

9.081 903 853 9.50 

9.082 Uf) 500 455 
9.0«2 200 r);{8 041 


152 141 940 

152 442 322 

152 742 M)S 

153 042 456 
153 342 2r»7 


3(M1 382 

300 183 
200 981 
200 781 
200 581 


109 ö| 

2ü2 1B 
200 
200 ^ 
200 1 


1 . 806 
1 . 807 
1 . 808 
1.890 
1.9410 


9.082 452 OSI 208 
9.082 006 623 056 

9.982 760 564 285 
0.982 914 804 694 

9.983 009 344 086 


153 641 848 

153 041 220 

154 240 400 
154 539 302 
154 838 173 


200 381 
200 180 
208 983 
298 781 
298 585 


201 1 
107 1 

202 1 
196 * 
201 1 


1 . 001 
1.902 
1 . 903 
1.004 
1.9UÖ 


9 . 083 224 182 250 
9.983 379 319 017 

9.983 534 754 l59 
0.083 im 487 488 
9.983 Ö46 518 805 


155 136 758 
155 435 142 

155 733 3-29 

156 031 317 
156 320 108 


298 3S4 

208 187 

297 088 
297 701 
207 502 


i 

100 g 

107 1 
100 f 
106 ^ 


1 . 000 
1 . 907 
1 . 908 
1 . 909 
1.91T) 


9.984 002 847 913 
0.084 150 474 613 

9.'.ts4 3ir, :m 70o 

9.0N4 473 620 003 
9 . 984 631 138 300 


156 626 700 

156 024 006 

157 221 204 
157 518 207 
157 815 101 


207 306 
207 108 
207 003 
296 804 
296 608 


108 1 

191 1 

100 3 

196 % 
195 


1.911 
1.912 
1.913 
1 014 
1.915 


9.084 78» 953 401 

9.984 947 065 110 

9.985 105 473 232 

9 085 *^04 177 570 
9.985 423 177 929 


158 III 700 
158 408 122 

158 704 338 

159 000 350 
159 290 185 


206 413 

206 021 

205 826 
205 630 


107 1 

105 0 
196 1 
194 1 


1.910 

1.917 
l.OIS 
1 .010 
1 . 920 


9.085 582 474 114 
9.085 742 065 920 
0.08.1 901 9;)3 ISO 
0.986 062 135 072 
0 .981) 222 613 211 


1.50 501 815 
1.10 887 2.11 
160 182 492 
160 477 530 
160 772 301 


205 436 
205 241 
205 047 
294 852 
294 059 


105 1 
194 f 
105 bi 

103 ,^ 

104 t 
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Tafei der LogarithineQ der GamouifiiDktioiieii 



.921 
. 922 

.92;] 
. 924 
.925 



. 926 
.927 
.928 
. 929 
. 930 



.931 
.932 

.933 
. 1»34 

.93;) 



% r(a) 



9 . 086 383 385 602 

9.986 544 452 052 
9.986 705 814 167 
9.986 867 469 954 
9.9«7 0-2<J 41«) 820 



diff-I 



161 067 050 

161 361 51.1 
161 655 787 

161 949 866 

162 243 751 



9.987 0(i3 571 
9.987 354 201 016 
9.087 617 031 061 
9.987 680 156 215 
9.987 843 573 586 



9.988 007 283 882 
9.988 171 286 911 
9.988 335 582 484 
9.988 170 407 

9.988 üür> 050 492 



. 936 
.937 
.038 
. 939 
. 940 



.941 
.942 
.943 
.944 
.945 



9.988 830 222 548 

9.988 995 686 384 
0.989 161 441 810 

9.989 327 488 638 
9.989 493 826 676 



9 . 989 
9.989 
9 . 989 
9.990 
9 . 99Ü 



660 455 
827 375 
994 586 
162 087 

329 878 



737 
630 
168 
162 
424 



162 537 445 

162 8.i0 945 

163 124 254 
163 417 371 

163 710 2<)6 



// w i 



294 465 

294 272 
294 079 
293 885 
293 694 



293 500 
293 30y 
293 117 

292 925 

2U2 733 



164 003 029 
164 295 573 
164 587 923 

KU 880 085 
105 172 056 



292 544 

292 350 
292 162 
2yl 971 
291 780 



165 463 836 

165 755 426 

166 046 828 

166 338 038 
166 629 061 



.946 
.947 
.948 
. 949 
.950 



.951 

.952 
. 953 
.954 
.955 



956 
957 
968 

,959 
,960 



9 . 990 
9.990 
9.990 
9.991 
9.991 



497 959 
666 330 
834 091 
003 942 
173 182 



106 
167 
167 
167 

^ j 168 
765 T 168 



997 
934 
388 
172 



9.991 342 711 098 
9.991 512 528 981 
9.991 682 635 634 

9.991 853 030 872 

9.992 023 714 508 



168 
168 

169 
169 



919 893 

210 '.V.]H 

500 ÜU4 
79! 262 
081 34 i 

371 232 
660 937 
950 454 

239 784 
528 926 



169 817 883 

170 106 0.13 
170 39. > 238 
170 083 636 
170 971 847 



9.992 194 O.SO 355 
9.992 365 946 228 
9.992 537 493 942 
9.992 709 329 313 
9.992 881 452 166 



171 2.59 873 
171 547 714 

171 835 371 

172 122 843 
172 410 131 



291 590 
291 402 
291 210 

291 023 

290 832 

290 645 

■2'>0 450 
290 268 
290 079 

28'J 891 



289 705 
289 517 
289 330 
289 142 
288 957 



288 770 
288 5S5 
288 398 
288 211 
288 026 



287 841 
287 657 
287 472 
287 288 
287 103 



184 
185 
184 
185 
184 
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1.901 
1.902 
1.963 
1.964 
1.905 



1.966 
1.967 
1.968 
1.969 
1.970 



1.971 
1.972 
1.973 

1.974 
1.975 



1.976 
1.977 
1.978 
1.979 
1.980 

1.962 

1.983 
1.984 

1 .985 



1.986 
1.987 
1.988 
1.989 
1.990 



9.993 053 862 287 
9.993 226 SSO 621 
9 . 99» 399 S43 674 

0 . 903 572 814 562 
9.993 746 372 002 



172 ÜU7 234 

172 984 1S3 

173 270 088 
173 557 440 
173 843 808 



9.993 920 215 810 

9.994 004 345 803 
9.904 208 761 798 
9.994 443 463 612 
9.994 618 4SI 063 



9.994 793 723 969 

9.994 909 982 148 

9.995 145 125 4l8 
9.995 321 253 597 
9.995 497 666 505 



174 129 993 
174 415 995 
174 701 814 

174 987 451 

175 272 906 



175 558 179 
I7S 843 270 

170 128 170 
170 412 OOS 
170 (')07 454 



9.995 674 363 959 
9.905 851 345 780 

9.996 028 611 786 
9.996 206 161 796 
9.990 383 OOS 632 



1.991 
1.992 

1 .993 
1 . 994 
1.995 



9.996 562 113 113 

9.996 740 514 058 

9.990 010 108 290 
0 . 997 098 165 627 

9.997 277 415 802 



176 9N1 Sil 

177 200 (MtO 
177 550 010 

177 833 836 

178 117 481 



178 400 945 

178 664 232 

178 007 337 

179 250 205 
170 5:i.i 012 



9.997 450 948 004 
9.997 63« 704 487 
9.997 816 802 4m 
9 . 997 997 242 647 
9.996 177 904 868 



9.998 358 848 947 
9.998 540 074 705 

9.008 721 581 005 
9.998 903 370 531 
0 . 090 085 440 284 



179 815 583 

180 007 973 
180 380 187 
180 662 221 
180 944 079 



181 225 758 

181 507 260 

181 788 586 

182 009 733 
182 350 706 



9.990 207 790 090 
9.999 450 422 490 
9.999 033 334 009 
9.099 816 527 171 
9.000 000 000 000 



1.996 
1.997 
1.998 
1.999 
2.000 



182 631 500 

182 912 119 

183 192 562 
183 472 829 
183 752 020 



280 919 
286 735 
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2S0 308 
286 185 
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Ii 
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285 455 
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I 
1 
1 
1 
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285 091 
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284 546 
284 307 



284 185 
284 004 
283 820 
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283 464 



1 
I 
1 

1 

Ibi 
l 
1 

181 
177 



283 287 

283 105 

2S2 
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282 571 



1 
1 
1 

1^ 
U 



282 390 
282 214 
282 034 
281 858 

281 670 

281 502 
2SI 326 
281 147 
280 073 
280 704 



2H0 »UO 
280 443 
280 267 
280 091 
279 916 



1 
1 
1 

I 
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1 
l 
I 
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Vorrede 



Eft isi ein lange und ftorgsam gepOegtes Scbooslund ineitter Muue, 
was ich mit dieser Schrill den FreoDdeo feinerer matbemetischer Unter- 

suchuugtii übergebe. Sie enüiälc die, so weil es nur nioglicli war, voll- 
ständige DarsteUuog zweier Tbeorieen, deren hohe wissenschafUicbe 
fiedeulong und ▼ielsdlige praktische Anwendbarkeit schon Unger die 
Aufknerksamkeit der Mathematiker aaf sich gezogen haben. Aber eben das 
Iiiterosse, womit man sie betrachtete, hat auch eine walire lliizabl von 
Erörterungen über diesen und jenen einzelnen Punkt aus ihnen herfor- 
gerufen, so dass es heut su Tage schon einige Mähe und Zeit kostet, um 
durch das reiche in Zeitschriften und Speiialabhandlungen serstreute 
Materiai lauilurch zu dringen. Diese Bemerkung einerseits und der Um- 
stand andererseits, dass die jetzt schon etwas veralteten Quellen jener 
Lehren (L6gendre, thdorie da fimeUom tÜipUquei et du üddfjpraie» 
EMrkmtet^ und Fourier, ihi^riB d$ la eAa/efir) wegen ihrer Eost- 
spiellgkeit nur wenig Verbreitet sind, und neuere uiiitas>eiKlu Arbeiten 
darüber gar uichl existiren, Hessen es nicht unpassend erscheinen, 
eine Darstellung au geben, welche dem Mebter als Band- und Nach- 
sddagebnch, dem Anftnger aber als Lehrbuch dienen könnte. Um 
den letzteren Zuock, uhne Störung des ersten, zu crrciclien, habe ich 
alles Das, was nicht als unmittelbar aus den ersten Elementen des 
höheren Calcüls bekannt Torausgesetit werden durfte , in den Noten 
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IV Vorrede 

hinreicliend erlftutert Um auch die Bedärfiaisw des praktucben Rech- 
ners zu befriedigen, sind die nöthigen ZahleDtafeln , nebst einer An* 
leituog zu ihrem Gebrauche, beigegeben worden. Uebrigens wird man 
▼orliegende Schrift mcht bloe für eine buote ZuaammeiMtellQDg der 
ArbeiCen Anderer ansehen dürfen; das Streben nach Einheit der Form 
und Strenge der Entwickclimg nöthigle mich oft zu AbwcRhungen vom 
gewöhnlichen GedankeDgangc; dass ich aber auch materiell ^ieu^ in 
liemlich reichem Maas^e mittbeile, wird isan ohne Mühe finden. Be- 
sonders erlaube ich mir in dieser Bexiehung aor die am Ende des 
zweiten Heftes auseinander gesetzte Methode zur Rcdukliou vielfacher 
Integrale aufmerltsam zu machen, die mit überraschender Leichtigkeit 
anf solche Integrale anwendbar ist, in denen eme wiflkOhrliche Funktion 
sämmtlicher Variabelen vorkommt 

Jena, im September 1847. 

ScUömUclL 
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Ca|i. I» 

Die Fourier' sehen heihen. 

Unter der grossen Zahl rein analylischer Pioblejiii: , aul welche 
liiaii bei den physikalischen Aiiweiidungcn des höheren Calcüls hin- 
gevsit'seii worden ist, befindet sich auch das: eine beliebige Funktion 
einer eiiizi«^eu Variablen in eine nacli den Cosinus oder Sinns der Viel- 
fachen jener Veränderhchen fortschreitende Reihe zu verwandeln, und 
luan weiss, welche bedeutende Rolle diese Aufgabe ID der fntersucliung 
ikber die Gestalt scbwinLender Sailen bei Lagrange und in Fonricr's 
mathematischer Theorie der Wärme gespielt hat. Dass man in der 
That sehr leicht auf das genannte Problem stussen kann und zwar 
namentlich hei der Integration geirisser partieller Diflerenaialgleichungen, 
möge das folgende, wenn auch sehr einfache, doch hinreichend «iige- 
meme Beispiel seigen, dessen Anschaulichkeit den Sinn jener Aufgabe 
recht gut lu erJftatan im Stande ist« Es sei iivischen iwei bestimmten 
Punkten eine materielle krumme Linie einfacher Krflmrouog, also etwa 
ein schlaffes irgendwie gekrümmtes Seil, gegeben, ein beliebiger Punkt 
desselben durcli die Coordinatea y und die Gestalt der Cun'c durch 
die Gleichung y = f(j) bestimmt. Lassen wir auf alle Punkte der 
materiellen Linie Krafle wirkte, welche eine Veränderung ihrer Gestalt 
hcrvornifen, so werden naeli der Zeit t etwa x und « die Coordinaten 
irgend eines Punktes der Curve sein, wobei u cme noch zu bestim- 
mende Funktion von a: and t bildet. Um nun einen spezieiltn Fall 
vor Augen zu haben, wollen wir annehmen, dass man mitlirdfe meeba- 
nischcr Betrachtungen gefunden habe, es mässe u die partielle Dtlfe- 
renzialgleichong 

dii du 
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A Cap. i. 

erfikUen, io welcher a eine constante Grtose bezeichnet. (Natürlich 
kommt CS liier gar nicht darauf an, ob es Oberhaupt solche Krilte 

giebt oder nicht, bei welchen die Regeln der Mechanik zu der obigen 
DifTerenzialgleichnng führen würden.) Will man dieselbe integrircn, 
d. h. u ab Funktionen von a: und t bestimmen, so kann man sich 
des bekannten einfachen Verfahrens bedienen, wonach man ihr allge- 
meines Integral aus den partikulären Integralen derselben zusammensetzt. 
JNuo fibersieltt man aber leicht, dass u = Acaim{x-\-at)^ worin A 
und m willkührliche Gonstanlen sind, die Differenzialgleichung befriedigt 
und hieraue folgt aogleicb, dass dieselbe auch durch den allgemeinerea 
Ausdruck 

u SS A„ A^ cos(x + Ol) + il, eot2(x + af) + ... 

erfüllt wird, weil jeder einzelne liestandtheil desselben ihr genügt. Sull 
aber diese Auflösung allgemein sein, so muss sie uns für 1 = 0 auf 
den ursprüngHchen Zustand dei Curve, der durch die Gleichung y—f{x) 
charakterisirt wurde, surückfübren , d. h. es müssen die bisher noch 
willkübrlichen Constanten A^^ A^^'A^t etc* so besUmmt werden, dass 
für f a«0 das obige « in y abergebt, also 

/•(j:) ä il^ 4- coix + cot 2jr -h . . . . (1) 

wird, was in Zeichen das Nämliche ist, wie die früher in Worten aus- 
gesprochene Aufgabe. — Wäre man dagegen von der partikulären 
Auflösung uss Btinm{x-^ nt) ausgegangen , so wfirde man auf die 
Forderung gekommen sem, B^f B^^ B,, etc. so m bestimmen, dass 
fix) SS 0, tinx ^ B^Hn2x B^sinZx + ... (3) 

wird, welche der vorigen ganz analog ist. — Aus der Fassung der 
ganzen Aufgabe gehen übrigens noch einige IRemcrkungen hinsiditUch 
der Natur der Funktion f(a;) und der Art der Auflösung hervor» die 
fär das Folgende von Wichtigkeit sind. Da nämlich Ton der in Rede 
atmenden Gurre nur diejenige Partie betrachtet wird, welche zwischen 
xwei bestimmten Punkten, denen etwa die Absdssen » und ß ent- 
sprechen mögen, enthalten ist, so versteht sich von selbst, dass wir 
die oben ausgesprochenen Aufgaben gar nicht im Allgemeinen, d.h. lür 
alle möglichen x, sondern nur so zu lösen h^en, dass die Gleichun- 
gen (1) und (2) fflr alle die Werthe von x bestehen, welche in das 
Intervall x=sa bis x=ß fallen; ferner ist klar, dass jedem bcslimmten 



I 
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5 



X Kwischen o und ß nur ein eiaiiges y cnUpredieii darf, dass wir 
•bo immer nur einen Zweig der Gurre yssf(a:) auf einmal betrachten 
werden, wenn mehrere soiche Zweige vorhanden sein sollten» und 
endlich mfissen wir die krumme Linie als eme während des Intervalles 
as^a bis a^ß ununterbrochen fortlanfeTide, d. h. als eine stetige 
^ Toraussetzen. Damit ist aber nicht ^^osa^'t, dass y inniier nach einem 
iiiul dem nämlicheu Gesetze von .r abhängig sei uud wir können daher 
immerhin annehmen, dass in verschiedenen Theilen jenes Intervalles y 
auf verschiedene Weise aus x gebildet, also z. H. die Curvc aus einem 
parabolischen und einem cykloidalischen Bogen etc. zusammengesetzt 
sei, wenn nur diese verschiedenen Stücke ohne Uoterbrechung an- 
einander gereiht sind. Ja, was noch mehr ist, wir haben gar nidit^ 
einmal nOtbig, eine mathematisch ausdrückbare Abhängigkeit des ff von x 
überhaupt nur Torauszusetzen, denn es wäre möglich, dass man durch 
einen bdidiigen ganx regelJosen Zug eine uinerhalb des Intenralies 
x=sahh a;=s^ zusammenhäogende Curre zu Stande gebracht hätte, 
die sich durch keine mathematische Funktion ys^fipe) .ausdrücken 
liesse. Wir verstehen demnach im Folgenden unter der Gleichung f^f^x) 
weiter nichts, als dass jedem bestimmten x zwischen a nnd ß em 
bestimmtes endliches y entspricht, gleichviel wo man das Letztere her- 
bekomoien hat. 

■ 

Wenn überhaupt eine Ldsung der in den Gleichungen 
f{x) B=s + A^eotw 4- Ä^eot%B + A^eotZx + ... (I) 

fix) == B^sinx + B^nn^e + B^nnZx + ... (2) 

ausgesprochenen Aufgaben möglich sein soll, so kann dieselbe sicher 
nur innerhalb eines gewissen Intervalles lur x existiren. Bezeichnen 
wir nämlich die Summen der Reihen redits, ganz abgesehen von der 
links stehenden willkflhrlichen Funktion, mit 0{x) und Hf{x\ so erhellt 
auf der Stelle die Richtigkeit der Gleichungen: 

(D{~x)^(D{x), 0{n-\-a:)^0{n — x), (l){^n-\-x)==(Dßn-^x), etC 
H^i^-x) == ~ '/'(x), "Pix) = «FCia + x) = »^(4« + ^:), etc. . 

mit einem Worte, die Funktionen 0{x) und ^(x) haben ganz die 
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6 Cap. I. ' 

Eigenschaften wie ein Ausdruck von der Form cotma oder tinmx, 
wenn « darin eine ganie itositive Zahl .heöeuteC; besiut nun f(x) 
nicht dieselben Eigenadiaften — und diess Belsen wir natürlich nicht 
voraus — , so können die Gleichungen Cl) und ß) bdcbstens innerhalb 
eines gewissen Intervalles bestehen, und namentlich geht ans den 
Eigenscliaflen <D( — x)s=0(x), <P(n4-.r)aa;0(»r— «) hervor, dass 
z>^isclicn f(a:) und 0(.t) über die Gränzen .r=:0 und jr = 7j hinaus 
im Allgemeinen keiue lücnlitäl mehr stniilinden kann. Ebenso leicht 
fibersieht man, dass wegen x) = — H^(a) , iF(0)r=0, 'Pfn)=0 
die Gleichung /(o;) s '^'(ar) höchstens für alle ZTv i sehen 0 und n 

fallende Wertbe, aber weder für noch (ur x'^n Bestand 

haben kann. ^ 

Gesetzt nun, man wfisste, dass die Auflösung unserer Aulgjiben 
für alle innerbaü) dos Intti valles jr = 0 bis j- ~ n liogciulcu WerÜie 
von X iiiü^Iicb sei, so würde es scbr leidit sein, die Wtiibe der noch 
unbf'slinimtc'n Cocfiiicictilen A und B aitl/.uliiiden. Uaudelte es sich 
z. B. um den Werth von Au iu der Gleichung 

so multiplizire man die ganze Gleichung mit 2cosnx und zerlege jedes 
Cosiausprodukt iu eine CosiDusdumtne ; es wird so 

^f(x)eotmx = 2A^catmx + A^\eoi(m — 1)0? + c«u(m + l)a;] 

+ A^ |co* (m — 2)x + cos (in + 2)a:j 

+ • 

-t- ^. [1 + co$2nx] 

H- An^2(co§%t+ CO*(2ll + 2)j^j 

+ 

Erinnert man sich mm , dass für jedes {^aiizc positive m 

I eotnuedx ss 0 

ist, so erhellt auf der Stelle, dass man hier alle Glieder mit Ausnahme 
von An»l wegschaffen kann, wenn man die gante Gleichung mit dx 
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Die Fourier '«cbeu Ueiheu. 7 

iDiilti|iIizirt und darauf in&erhalb der GrSnien otsesO und 07«=» inte- 
griii *), was naUlrUcb stillsdiweigeml voraussetzt, dass bei dieser Aus- 

dehnung des die Existenz der ^auzcü Gleichung luclil aufliOrt. Es 
folgt jetzt 

TT 



oder 



I 

Diese Bestimmiing ändert sich nur in dem Falle it=sO etwas; 

muUiplizirl man da die Gieicliung (1) blos mit ifx und intcgrirl ebenso 
, wie vorher; so wird 



' *) Man kannte für den ersten Aagcnbltck glauben, dass die liier postnlirtc 
Integration mit der Eingangs voraisgesetzten Regellosigkeit von /(^) in Wider« 
spncli steke, laden man sagte, wer äbcrhaart ein btegral tob 4er Fern 

besUniieii will, setzt Toraas, dass es eine Fnnktion vC^) gehe, welche weaig-» 
sieas laaeiludb des iaterralles « s « bis « 4 Ae Bigeaseliall 

besitzt und dcmaaeh doch atathematlKh aasdr&cUtar seheint. Hieranf ist die 
ganz ("inrachc Antwort: die obige Definition des bestimmten Integrales ist eine 
indirekte, wio aocit die nnhcstimmfpn Int«'{;ral«'S . nnd eben deswegen dfe 
untergeordnetere; dio direkle utui ulli^iinoiucre De&ntiiou aber erklärt das be- 
stimmte Integral für die Fliitbe, welche von der Canrc, deren («Icitbuug y=:^(^jt) 
lit, den Stiicke k-^a der Abscisseoacbse and den Ordinaten «, 6 begraazt 
wird. Diese ietslere BeftnMoa pasat aaf alle neeb so regellosen FirakHesen 
oder Cerren and liegt der ganxea ebigoa Belraablang. sa Graade. 
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. 8 Cap. I. 

also /f„ nur der Ufilflc dcsjenigrn Wnrthes gleich, den die Formel (3; 
iar »=:U geben würde. Wir kOiuieu demnach auch schreiben: 

/"(ar) == ^^4, + A^coix 4" A^cm%x; + .... 

2 

=:s j f{3C)C0SHX dx» 

* 

Ebenso !eieht ergiebt sieh ans der Gleichung (2), wenn man die- 
selbe mit ^ünnxdx mulüplizirt und zwischen denselben Gränzen 
integrirt, 

fix) = B^dnx H-^ftS^2d;H"£,säi3jr-|>«.. j 

2 r* 

Bm ^ — I f(x)tmnxdx»' 

So kurz diese Bestimmung der unbekannten CoefGzicnten ist, so 
aogenflgeDd ist sie auch, sowohl in formeller als materieller Hinsicht 
Einerseita nämlich ruht die ganze Rechnung auf einer durch nichts 
begründeten Voraussetsung, die wr schon genannt haben, andererseits 
lasst dieselbe noch Fragen unbeantwortet, ohne deren Erledigung die 
ganze Auflösung nur eme halbe bleibt} so wissen wir z. B. noch nichls 
Ober die Anzahl der Reihengfieder, woran sich, wenn dieselbe unendlich 
gross werden sollte, wieder die Frage nach der Convergenz der gefunde- 
nen Reihen knüpft; ferner ist uns unbekannt, was aus üor Gleichung (4) 
wird, wenn man darin :r = 0 oder .r = 7r setzt; es wäre luanhch recht 
gut moghch, dass die genannte Formel für diese Werthe noch Bestand 
hätte, was offenbar in der darauf folgenden nicht stattÜadeL, wenn 
nicht zufälligerweise /(O) = 0 ist 

Alle diese Fragen lassen sich mit der grfissten VoUständigkeit und 
Sicherheit erledigen, wenn man die Aufgabe selbst umkehrt, und statt 
Ton der Reihen entwickelung für auszugehen, eine Summirung 
der formell bereits bestimmten Reihe versttcht Substituiren wir nfim- 
lieh für die einzelnen Coeffizienten ihre Werthe, nehmen je'de der 
Reihen als eine endliche und abstrahiren ganz von der jedesmaligen 
linken Seite der Gleichungen (4) und (3), so käme es offenbar blos 
darauf an, die Summen der Reihen; 
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- ... + coitix f{ß)toinxdx 

fiie)9ma:dx + J f{x)nn%ediK + ... 

• •, luiwr f{w)ännxdx 

zu finden. Diese Reiben lassen ddi leidit in eine sehr bequeme Fonn 
bringen, wenn man, um Yerwediselung zu verhüten, statt des 
wonach integrirt wird, einen anderen Buchstaben, etwa braucht, 

dann die Falitoren eo$x, cos2x, etc. sinx, sm2x^ etc., welche für 

die Integrationen consLanL sind, unter die Iiilegralzeichen steckt und 
zuletzt alle Integrale in ein einziges zusammenzieht, was wegen der 
gleirht ii integrationsgränzcn sehr leicht ist. l>ie obigen Ueihen uehmeo 
dann iolgende Gestalt an: 

/ AO [i + cotx eott + €oi 2«€ot2< + • • . + cattut wid^di (6) 

J f it) yinx sint -j- sm^x sm2t 4» ... -f" simu; sinntjdl . (7) 

Zerlegt mau jedes Cosinus- oder SinusproduiLt, so findet man . 

I + eotxeott 4* ro«5lrcoff2l + ••• + eotfuecotnt . 
i + i^cosi^ — 0 + co*2(ar — t) + + co$n(je — <)j 
H- l(cof(ar+f) + €O«2(;r + 0 + ... + co«ii(4r+<)) 

und ähnlich 

Hnxtini -f- «ift2a;ftR2l 4> . . . + si}iffj;<teitl 
« i((CO«(*— + coi2(ar — 0 + ... + eoin(a: — i)^ 
— *tfcof(ar4-<) + €012(07+1) + ... + anuix+ti^ 
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und jede dieser Keiben lässt sich leicht suaunireu, wenn mafi die 
bekannte Fomel *) 

cosu + foi 2« + ... -J- cosnu = ^ ^ + (8) 

ij) Anwendung bringt. Man findet üaim 

\ + eoiSBCoii 4* w2xeo«2l -|- ... + eotMxcofiif 

«1(211+1)^ it«(2«+l)^* J (9) 

. «— t 77"«+« 

sin sin t + «in 2^7 «i» 2t «f* + nn tu: sinnt 

,m(2n + l)'^ | (10) 

Die Summen der Reihen (6) und (7) erhält man also aus: 



jfti(2«+l)^ «11(211+1)": 



2 

— </( (11) 

je iiaclidcm man das obere oder unlere Zeiclien uimmt. Man ül)ersiebt 

nun gleich, dass wenn der Werth hit'r\ nii in ein Moses f^r) ril)er^'clicn 
soll, wie dioss sriii iijü-ste, wenn diu (jltithiiiiut n (4) und (5) wii klich 
inhii^ vvarrn, n keiuc cndhchc Grösse sein kann, weil soubt eine 
l'unlition von x und n, aber nicht von x allein herauskäme. Wir 



Man ftbenengt sich Ten Ihrer Rlohtigkelt leicht darch beiderseitige 

Mnltiplikation mit '^«in-^ aad nachherige Zerlegung jedes i^ruüaktcs luiks in 
eine Siuosdifferenz. 
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Die Fourier'scben Reiheo. , 11 

werden hier elio a«r das ProUem liiDgewiesen, den GrSnzwerlh m bc- 
KtiauDea, ivelchem lidi dn Integral ?on der Form 



''im(2»+l)^ . 



. .T-ff 



lür unausgesetzt wachsende n oder ^n-^i lültert SeUen wir zur 
Abkftriung ^n-^lmttk^ -,^ss^, wo l' die neue Variable ist, so 
stellt sich unser Integral unter die allgemeine Form 



oder wenu wir '~'^))t ^ ^ diese Grosse von i* 

abhängt, mit bezeichnen, unter die folgende: 



I. 



b 

sin ki tf {t') dl' . 



Es kommt nun, wie man hieraus ersieht, blos darauf an, den 
Grinawerth lu 0nden, gegen welchen ein Integral von der Form 



f. 



6 



lur unendlich wachsende k convergirt, wobei wir k als eine ganz be- 
liebige Grösse und ö^a voraussetzen wollen. 

Die soeben ausgesiirochenc Aufgabe lässt sich auf die folgende sehr 
eiofacbe Weise lösen. Wir fuhren zunächst eine neue VeränderUche s 

der Art ein, dass z:s=kt oder ' = ~^ dann 

j\ii)änktdi = 1 j f{^),inxdz. (l) 
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Unler den Vielfachen der Lud olph' sehen Zahl, also unter den 
Grössen 2», etc., gicbl es uuo ganz sicher eines, welches 
nächst grösser als ak, und eines, weiches nächst kleiner als bk ist, 
oder mit anderen Worten, wenn m und n ein paar ganze Zahlen be- 
deuten, so kann man dieselben immer so bestimmen, dass ak iwischen 
(m~l)ir und nut, ebenso bk' zwischen im und (ii+l)» ftUt; wir 
dürfen daher 

okssnm^a, hk z:s:t nn + ß (9) 

setzen, wo a und ß Grössen sind, weldie immer zwischen 0 und n 
liegen. Das nach t genommene Integral umfasst jetzt das Intervall 
mm — a bis ß und wenn wir dieses letiere in drei andere tod 
rnn — a bis mir, Ton mm bis nm und Ton im bis itiv ^ lerlegeiw eo 
lerMt unser Integral in 3 andere, nimlicb 




die wir jetzt einzeln betrachten wollen. 

Im ersten Integrale setzen wir 2=m« — a\ woraus sui2=:cos )iiTisina; 
und ilz ™ — dx folgt. Die Integrationsgränzen für r bcstimmeii sich 
jetzt aus den Gleichungen z = mn — mn . z = mn — (mm — o) sind 
also 2=3 0 und ^ssa« Das Integral gebt hierdurch in 



über, oder, wenn wir die Integrationsgräozcn vertauschen, also dem 
Integrale das entgegengesetzte Vorzeichen geben und statt mn semen 
Werth a^-^-a setzen, 
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Die Fourier'tidien Heibeu. 13 

Em iBi Dim Ittcbt zu sefaeo, dass flieh dieseB lategral für unendlich 
wachsende k der Grinze Null nähert, wenn für unhegrbut ahnehmende 
i Oberhaupt 

iat; denn- in dieaem Falle haben wur auch 
und tun ao mehr 

weil k unendlich wächst, a und .r aber immer endliche Grössen 
bleiben, n.imlich a<C,n nach dem Fnüicren und j:<^u vermöge der 
Integrationsgräuzen in (4). Da nun das genannte Integral mit dem 
ersten aur der rechten Seite in (4) vorkommeudea idealisch ist» so 
haben wir 



Lim 

wenn Lim jJ/(a -f d)| = 0 . 



Setzen wir ferner in dem dnllen Integrale in Nr. (3) j=5«»4-a:, 
so gehl dasselbe in 

über und wenn JL<//i j^J/X^ — = 0 ist, für unbegrönzL abnehmende 
so hat man auch 

woraus folgt, dass das in Rede steheode Integral gegen die Gräme 
Null convergirt £s ist denuiach: 
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1 / 

Lim ^ 

mm 

wenn Lbn[df{b - d)]^ 0, 



II ^ / f{^) Sinz dz = 0 



<«) 



Geli'^n Nvir jetzt in >r. (-I) zur Graiize für waclisende über luid 
setzen voraus, dass die in Nr. (5) und (0) auljgestcUleii BcdiiJguiigen 
gieicbzeiüg slatlüudeu» su ist 



Lim J f{t)*inittdt s:s Lim^ ^(j) tinxdi 



(7) 



Zerlegen wir das Ton mn bis nn sich erstreckende Integral iu 
eine Partie andere, welcbe der Reihe nach die Intervalle miKbis(m+I)fi 
(iii-f-I)» bis (m-h3)if, (n— Ms im umlassen, so ist: 



/ sinzdz + J r{-^) dnz dz 

mm («»+2)» 



Setzt man im ersten Integrale i=in7z-f ^, im zweiten 2s=(iii-)-l)n-f or, 
im dritten zs(m+2)9Y+a;, ... endlich im letzten ««(n — l)ii+^f 
80 findet man sehr leicht: 
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z 



f{-r) *wu dz = 



/* /I* 
r (-^) «»« <to + (— 1) I A Jtlnaidx 

, m+2 I ^/('M + 2) 71 + .rx . 

+ / i )fmar(/>i: + .... 

.... + ( — 1) I / ^ ^ j smx da: . 

Die Glciclihcit der Integrationsgriinzen lässt hier eine Zusammcil' 
fassun^ alier Integrale in eiu mziges iuiegral zu, iiäuilicli 



/•( j) siui dz = (H) 



/ 



....H.(_l>-^-V( ^"-'i'-^") ) 



Wir wollen nun zunäclj^-t vr,i aussetzen, dass die Funktion f(l) von 
t=sa bis t = ö beständig abnelimc, ohne jedoch negativ zu werden. 
Sind dann u und v zwei innerhalb des Intcrvalles a bis h Heizende 
Grössen, 80 isl ffir «^e immer fiu)'^fic) und mithin bilden die 
Grössen 

«ne abnelmiende Reihe. Daher sind sowuhl die Dilleremen; 
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als auch Idic foigeudea : 

« 

poriÜTe Grftsscn. Hieraus folgt erstens, daes ffie Summe der Reibe 

j • • • • f 

O) 

••■to-i /(n — l)n + :rN 



ffpi^) _ ^(^il+ipif) + ^(tü+iJfi+f) _ .... 

.... + (-i)"<-V (<"~'i"+" ) 



eine posiÜTe GrSsse ist, und zweitens, dass dieselbe weniger betiügt, 
als das enie Glied der Reihe. Un das letxtere sogleidi in flbefadieD, 
braudit man die Reihe nur in der Fofm 

rir^) - {f C^T^l - fi ^^-^-f-^^ ) + j 

darxuBtellcn, dann sind alle in Parenthese stehenden Diflerenzen positire 
Grdssen und folglich wird eine positive Grösse von f C*"^^) subtrahirL 
Die Summe der Reihe (9) ist demnach zwischen den Grüuzen 0 und 
f\ — — j enthalten, woraus nach Nr, (8) sich sogleich ergicbt, dass 
der absolute Werth des Integrales 



ß 



zwischen den Grunzen 



0 und 1 f( ^' " jT sinu; du. 
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enthaltea ku Hieraos folgt dann weiter, dass dem absohiten Werthe oadi 

/nn pn 



oder wegen des Werthes von mn 



ist Da wir nun schon früher vorausgesetzt hatten, dass Lj/ii[J/(a+d))=d 
sei, wenn d bis 2ur Gräiize Null abnimmt, so geht unzweiTelbafl hervor, 
dass auch 



ist, sobald k ina Unendliche hinaus wikhsL Nach dem Vorigen ist 

daim auüi 



mn 

Um f f{t)änktdi » 0 
wenn Lim{dfia + d)j =: 0 



ßn 

z 



ond nach Nr. <7) 



(10) 



wobei dieiwdte daselbst noeh ▼orkommende Bedingung £Am[Sf{b—d)]^0 

weggelassen ist, weil sie hei einer von o bis b abnehmenden und posiÜT 
bleibenden Funktion vun selbst erfüllt winl, sobald die obetigenaimle 
Bedingung stattfindet*). Bleibt die Funktion für £=a noch endlich, 



*) Wejren a<b ist uäralich /(«) >f(b), /(A) aber noch positiv. Mab 

küiiii daiiir uiiüii eine tirOsse 6 so klein wählen, dass /(a + i) Unmer nocli 

>f(b^d) oder S/(^b~d) < df(a + S) ist», woraas sogleioh folgt, dasi 
JUm lif{h - d)) » 0 wird , weaa schoa idm [if(ß •!•#)] s 0 ist. 
a<ui«u«fc, ai«tft «Mim. lt. % 
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io ist natfirlicli Ü0t(^/(a+3))asO» es kanD aber auch f{ty Ittr fass« 
ins Unendliche hinauswadisen , ^Itichwoiil aber die obige Bedingung 
noch erfallt sein» für solche Funiitionen gilt dann unser Theorem 

ebenfalls. So crkcnnl man z. B. hieraus, dass 



obgleich /(/) = ^— .. für t » a uueHdlich wird ; denn es ist 
V I — « 

Um[if{a^6)) = »8 Ltm(/d) » 0. 

Kiue ganz ähnliche Botracliliing ilienl uns für den Fall, lla^.^ Uic 
Fnnkfion f(t) von t==:n Iiis ( — b beslfindig wächst» wobei wir aber 
ininter wieder voraussetzen, dass nlie ihre WerUie iuoerhalh dieses 
lotervalies positiv sind. Dann bilden die Glieder 

eine st<-ig(>nde Reihe, bei umgekehrter Anordnung dagegen euie fattende. 
Schreibe^ wir die (jleichung (8) in der Form 



f{j-)nnxdt ^ 



.... + (-i)"+"-V(!^)}« 



tmxdx 



indem wir die dort unter dem Integralteichen stehende Aeibe umkehren, 
so sind jettt alle frfiheren Schlüsse wieder anwendbar; der absolute 
Werth Ton dem obigen Integrale liegt nihnlich swischen: 
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/-/(fl--l)» + a:x . 
f[ j ; sm.v dx 

und wenn man ffir nn seinen Werth setzt, so folgt naisb Division 
mit dasft 



(II) 



ist, woraus man för Z4mp/1(6— ^))sO nach Nr. (7) leicht 

_ 

wenn > £i*fii [Jtfib ^ a)] =s 0 

findet, wobei nun wegen des beständigen Wachslhuins der luiiktiori 
die Bedingung Lim (()/'(« + d)] = i) überflüssig geworden isU Aus 
diesem Satze ersieiil man z. B. leiclil, dass 

,6 



ist, weil die Funktion /(/) = ^1. — - die genannten Bedingungen erfüllt. 

Es bat nun nicht die mindeste Schwierigkeit mehr, den Fall zu 
betrachten, in welchem der Lauf der Funklioii / (/) von t = a bis t=b 
ein vrdlig wiUkühriidier isL Nrihinc dieselbe wfilireiid dieses liilervalles 
mehnnals zu und ab, ohne jeduch nei^nliv zu werden, so denke man 
sich ihre Maxima und Minima aufgesucht, welche etwa für < = a, 
Iss/?, t^y, etc. eintreten mögen und zerlege das fragliche Integral 
wie folgt 

f{t)siHkidi 



a 

fit) sin H dt -i- I fijt) sin kt dt -Jf J f{JL) sinkt dt -f 



.... + / f(t)tiHktdt, 
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Da nun eine Funktion swischen einem Btaxiaraiii und dem nächstea 
Miiiimuiii enlweder blos ab- oder blos zunimmt, so 8iod auf jedes der 
einielnen Integrale die ScblQaae aDweadbar, welche uns leigten, daaa 

Lim J fit)ti»iUdt » 0 (12) 

sei» wenn f(i) von <=« bis t = b entweder nur ab - oder nur zu- 
nimmt; es nähert sicli also jedes einzelne der Integrale rccbls der 
Gränze Null und folglich ist wieder der GrdDzwcrth des Integrales links 
bO. Ginge die Funktion /*(!) an einer der Granzen t = a oder 
fs=:6 ins Unendliche binatu, so muss wieder lim{i>fia'\r^)\ oder 
£«ni(^/(6— d))«0 sein« 

Attch für solche Funktionen f{t), welche stetlenweis negati? werden, 

gilt die Gleichung (12) noch. Wäre z. B. f{i) positiv von < = o bis 
t^fi, iiLj^aiiv von <=s/» bis t=v und dann wieder positiv ron Isar 
bis <=:6, so zerlege man wie folgt 



f. 



f{t) sin kt dt 



= f(t) sinkt dt + J sinkt dt 4- J f\t) sinkt dt. 

Das erste und dritte Integral rechts nahem sich der GrSnze NuD, 
weil in ihnen /(() stets positiv bleibt; schreibt mau das zweite in 
der Form 

— f {—f{t)\ sinkt dt 

so bleibt hier ( — /(<)] positiv, weil der Voraussetzung nach /*(!) vod 
tsfi bis negativ ist, und folglich convergirt das Integral 

fh-r^sinlädt 

gegen die Gränze Null, wodurch mau wieder auf die Gleichung (12) 
surückkommL — Nach allen diesen Demerkungen können wir den 
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sollte abor an einer der Griosen a oder 6 die Fanktion ins Unendliche 
hinaasgehen, «o ist zur Gültigkeit jener Fonnd noeh die Bedingung 

JUtn {dfia 4- d)J = 0 rcspeklive JUitt {dfih — d;J = 0 
erfordcrijcli.'* 

IHeses Resultat Mast sich mit der grdssten Leichtigkeit auf den 
Fall ausdehnen, dass die Fanktion /(Q während des Inter?allea laa 
bis lss& mehrmals unstetig oder unendlich wird. Man braucht sich 

nur zu erinnern , was man unter dem bestimmten Integrale einer un- 
stetigen Funktion F{t) versteht, um diess sugleicb cinzusclicn. Erleidet 
nämlich die Funktion F{t) an der Stelle t = ^L eine Unlerbrecining 
der jContinuilat, so hat /•'(/! ) plötzlich zwei Werlhe, wenn sonst F{t) 
immer nur einen einzigen besass; der eine von ihnen, den man mit 
Um F{fA — ^) s — 0) bezeichnen kann» ist der Endwerlh der bis^ 
berigcn Reihe von Werthen, welche F{t) gehabt hat, der andere: 
Xuni^(^ + ^)>=:-^(^+0) bildet den Anfang einer neuen Reihe von 
Werthen, wie man am leichtesten sich veranschaulichen kann, wenn 
man « ^ geometrisdi als Curve constnurt. Wird nnn F{t) 
zwischen a und h mehrmals unstetig, etwa (Ürtaa, y, ... so 
besteht die Funktion F{t) aus einer Partie einzelher Funktionen, welche 
Ar sich stetig sind, denn man kann sich denken, dass F{t) von a bis 
o — 0 mit der Funktion Q){t) zusammeiilälU , von o + O bis ß — 0 mit 
der Funktion 'F(e), von /J + U bis y — 0 mit X{t) u. 8. w. Das be- 
stimmte Integral 



d.h. die FUche der durch die Gleichung ueatF{t) charakterisirten 

Curve, ist in diesem Falle nichts Anderes als die Summe von folgenden 
Integralen: 




(13) 
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J F{t)Ul + / F{t)di + J F{t)dt + ... 

oder aucb 

(Ö(0<ft + J V{t)di J X(t)dt -i- 

Wäre alao m unserem Falle die Funktion ^(0 unstetig an den 
Stellen t^a, ß, ... etc., sämmtiidi zwischen a und 6 enthalten, 
so würde man von Issabis 1»« — 0 durch eine stetige Funktion ^(f), 
von Istt + Obis tsssß — 0 etwa durch v/(0 etc. ausdr&cken und 
denmacb: 



f(t)tinktdt 



,«—0 

= J f{t)sinktdt + J f\t)simHdi + 



„_0 /?_0 

setzen können. Jedes der einzelnen Integrale nähin't sidi wegen der 
ContinuilAt der darin vorkommenden Funktion für wachsende k der 
Grinse Null und folglich ist wieder 

Lim J f{l) sin id dl = 0 , 

Auch der Fall, dass f{t) an einer der Stellen a, ft^ ... oder 
an mehreren unendlich wurde, llsst sich leicht behandeln. WSre r 
eine solche Stelle, so zerlege man wie folgt 

f f{t) sin kt dt = f fit) sin kl dt + f f{t) sin kt dt 
Jm Ja Jx 

und jetzt passt aut jrdos der Integrnle rochts die Bemcrkuug, welche 
wir früJier Tür deo Fall machten, dass die Fuokliou /*(0 an einer der 
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lotogrationsgranzen ins Unendliche hinauBgingev zinn VencbwiiuleD dir 
iDtograle sind nftmlich die Bedingungen 

Lim {öf(T — <))] s= 0 und Lim (^(r -|- a)] = 0 

erforderlich. Ebenso würde man Terfabren, wenn fit) zwischen a und ö 
mehrmals unendlich wQrde. 

So lässt sich nun das Gesanimtresallat dieser ganzen Unterauchung 
in folgendem Satze zosammenfas^ : 

„Bleil)t die Funktion f(t) von t = a Iiis t = 0 endlich, gleich- 
viel ob sie Cnterltrcctiungen der Steügkeil erleidet oder nidil, so ist 
nir unendlich wachsende k 

Um f f(t)nnkidi = 0 (14) . 

r 

wird sie aber iiineriialb jenes Intervalles an einer oder melireren 
Stellen, die durch < = t bezeichncL werden mögen, unendlicii, so gilt 
diese Gleichung nur dann, wenn noch die 'Bedingung 

Um [äfit + 4)) 0 (15) 

für unendlich abnehmende 6 erfüllt ist** 

s. 3. 

Durch seine Einfachheit und Allgemeinheit wird uns das soeben 
entwickelte Theorem zu einer rdchen Quelle neuer Satze von eigen- 
thumlichen GeprSge. So ist es z. B. sehr leicht, aus demselben den 
Grinzwerth abzuleiten, gegen welchen das Integral 

f fl*?i((jrft 

worin e eine peeitiTe ton Null verscbiedene GrOsse bezeichnet, bei un- 
ausgesetzt wachsenden k convergirt. In der That beruht die AuflSsung 
dieses Problems auf weiter nichts, als auf der dnfachen Substitution 
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Setzen wir darin F(t) als eine von ( — 0 bis t = c endliche 
Funktion voraus, die aber beliebig viel« li&terbrecbungeu der Stetigkeit 
erleiden darf, so bleibt auch f(() eine endliche Grösse, nur stellt sie 
sieb för <ssO unter die Tieldeatige Form deren wahrer Werth 
mdglicberweiBe auch unendlichgross sein könnte. Für diesen Fall haben 
wir aber, wemi Im Theoreme des Yorigen Paragraphen rsO genom- 
men wird, 

Lim [df(d)] =s Idm [F{i) — F(0)j 

d. L Null, weil wir F(Q) ab endliche Grftsse Torausselien. Es ist 
demnach 

oder wenn man die einzelnen Theile integrirt 

-.. f^sin l:t , , ,. sinkt , 

Um I —j-F(t)dt =s lAmF{0) j -j—dt, 

• • • 

Führen wir eine neue Variable ssAf auf der rechten Seite ein, 
80 wird 

und nach dem Vorigen 

LUn f'^ m dl = f («) /" ^<h. 

Man weiss, dass der Werth des Integrales rechts ist, in- 

dessen bat man niebt nöthig, diese Kenntniss ▼orausavsetzen, denn 
wihlt man die Funktion F{t) so, dass sich die auf der linken Seite 
Terlangte Integration ausführen lisst, so gelangt man von selbst xu 

dem Wetrthe des Integrales rechts. So ist z.B. für F(t)=e^ , csoo 

Um f 
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«id wenn man berAcksiebligt, dass ArMk der Werth des Integrales 

iioks *) ist, so (indet man als Gränawerth dafür ^ und folglich 

n § sin z . 

T=y.— * 

Nach dem Vorigen ergieht sich nun das Themai: 

Itmf^rmdt^^Fm. , (1) 

Diess Iftsst sich leicht io einer anderen sehr bemerkenswerlhen 
Form darstellen, wenn man berücksichtigt, dasa 

nnH r* ^ - 
— j— SB # mutant 

ist, wobei t als Constantc für die Integration figurirt Durch Substi* 
ttttion dieses Werthes verwandelt sich das vorige Integral in 

J^FmOi J^cottudu 
und dnrdi UmkehniDg der Integrationsordnung in 



J du F{t)cosutdi, 



*} Maa litdel diess leicht aaf reigeade Welse. Sei 
so folgt 



du t 

and we&D man diese latcgraUon aufifülirl ^ folglich m^Jrettu Jr, 

wo nnn keine tZonslnnto liinznznl^gfn ist, ivcll ms desi arspr&flglichen Weillie 
Toa u henrorgeht; das» iür isO anch saeO ivifd. 

2* 



26 Cap. L 

Geht man liier zur Gränze für unendlich wachsende k über, so 
wird nach Nr. (1) 



(OcwirfÄ = yF(0) (2) 



und wenn man F(l)s^(jp4*0 mUI» wo in Bexug auf die Inte- 
grationen nach f und u .«onatant bleibt 



^,{x) =s " r du ( ff{x'^i)€Oivm 



(3) 



und mittelst dieses Thcorcmes kaim man jede Funktion, welche ron 
X Ins j- -\- c endlich bleibt, in ein l>e.slüiinil«'s Integral verwandeln. 
Wir wollen uns jedoch bei Formeln dieser Art vor der Hand nicht 
aufhalten, da wir später auf diese ganze ülasse von Beziehungen auä- 
iiährlieber au reden kommen. 

Nimmt man in der Formel (1) 

^ ' Ii« ( ' 

wobei f(t) Ton fasO bia tose endlich bleiben aoU, aber beliebig vide 
Doterbrecbnngen der Sletiglteit erleiden darf, so bleibt anch F(i) 
endlich, sobald e^n und daher ist das genannte Theorem in diesem 

Falle anwendbar ; zugleich hat mau F(0) =; JJm f{i) s=/(0) mithin 

^'^fii) dt =; . n>c>0. (4) *) 



f sinAi 
J tmi 



Wäre dagegen es», so wfirde man die Formel (1) nicht un- 
mittelbar anwenden können, weil dann F(0 innerhalb d«a JuterraUea 



Die obige Fonnel, sowie die in Nr. (8) ud (9) Torkommendcn, «kat zaenrt 
Lejeaae Diriehlet eatwiekelt in Crelle's Jmam, Bd, 4, S. 94« vaA 

thcilweis einfacher in Dove's JRepertorium Bd. I, S. 152. Die sehr elegante 

Abloitunfj jenes srharfsinnigcri GeomHers bestellt darin, dass die Zerlegung, 
welche in §. 2 für das Integral unter Nr. (I) daselbst gezeigt werden ist, un- 
mittelbar auf das ubige Integral angewendet wird. 
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fssO bis IssiT, nämlich am finde desselben, unendltdi würde. Man 
bat nun aber 




und wenn wir im zweiten Integrale redifs ie=sn — f aetaen, und 

zugleicli duä bisher ganz beliebige k zu einer ungeraden Zahl machen 




Hier ist das Theorem (4) auf jedes der Integrale rechts anwendbar 
und gjebt dann 

Aus den Theoremen (4) und (5) IM sich nun leieht der Grins- 

werüi des Integrales 

r sinkt ^, 

für den Fall ableiten, dass c eine ganz beliebige positiv« Grösse be- 
deutet. Wir liahen dazu die Unterscheidung 4weier Fälle nftlhig; ent- 
weder nämUch ist c gerade ein Vielfaches von also etwa =5«, wo 
« eine positive ganze Zaiil bezeichnet, oder c steht unter der Form 
tu -f- wo Y zwischen 0 und n liegt. 

Im ersten Falle c^sa zerlege man das Integral (6) in die i folgenden 




fit) dt + . . . . 
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und substituire unter Voraussetzung eines ungeraden /. m dns zweite 
Inlccral t == n l\ in das dritte I = 2« 4* etc. in das letzte 
i = (s — 1)71 -^f; es wird dann 



/4" 

lsin_ 

J «" 



sin fd ^ ^ , 

j m dt 



I tintd . , / sinkt' . ,^ , / sinkt' 



I «n kt' ^, . 



de (7) 



0 

und auf jedes dieser Integrale Ifesl sich das Theorem in (5) anwenden, 
wenn man sich der Reihe nach 

gesellt denkt; man erhtit daher für die rechte Seite in (7) den 
Crinzwerth : 

... + y(A(»-1)«) + A*«)l 
also durch Vereinigung der gieichen Grtesen: 



/ «Vi ^'f 



Handelt es sich dagegen um den Gränzwerth des Integrales 



sin kt ^, , , 
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80 soiflge nun es in die beiden folgenden 

und sclze im zweiten t=:sn t\ so findet sich leictil 



Den Granzwcrlh des erslen erhält man nun nach Formel (8), 
den des zweiten nach Formel (4), wenn mau sich daselbst css^y, 
f(l) SS f(in t') gesetzt denkt Es ergiebt sich so 



sin Id ^ ^ , 



Um 

»(i/(0) + A«) + + A3/r) + ... + n^n)] 

» > y > 0, 



Lässt man in den Formeln (8) und (9) die ganze positive Zahl j 
ins Unendliche hinaus wachsen, so werden die auf der jedesmaligen 
rechten Seite stehenden Reiben unendlich, und dann entscheidet ihre 
Goo^ergens oder Dirergenz, ob der Oränzwerih des Integrales links 
eine bestimmte angebbare und endliche Grdsse ist oder niclit. Man 
hat dann in Zeichen 



Um bienu ein wenigstens nicht ganz gewöhnliches Beispiel zu 
geben, «ollen wir eine Relation zwischen zwei Reiben entwickeln, die 
man sodsL aus der Theorie der elliptisdiea Funktionen abzuleiten pflegt 
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Setzen wir nimlich iD der aus der CemniaAui^tioiMiitheorie bekannten 
Formel ß. 12, Nr. (5)): 



für 6 der Reihe nach 0, 1 , 2 , . . . it und addiren alle so entstefaendeo 
Gleichuijgeo , wobei wir aber die crsle blos halb nehmen, so wird 



\i + cos2t + cotit ... + eoi^t\ 9 dt 

d. i. wenn man die unter dem Integralzetclien stdiende Reibe snmmirt 

r thi (in + l)t -{")' ^ 

Lassen wir mm 2n-f"l = ^' '^s UneiiJlidie wachsen, so wird die 
(n -f l)glicdi-ige Reihe rccbts zu eiuer unendbcben, und nach Formel (10) 
ergiebi sieb jetzt, wenn 

gesettt wird, sehr leicht die Relation 

= + r(^)' + i («)' + rC^)' + ....) 

die sieb in eine weit deganlcrc Fom bringen lässl, wenn man 
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I « 



seltt, woraus 



— O"»« =3 4», — = /ff 



oder 



folgt Ausserdem bal man noeh 



= = / '(^) '(7) 



mid wenn man diese Werthe aubstiUiirt, so gelangt man sa folgen- 
dem SaUe: 

findet zwischen den beiden äciilen Brüchen p und q die 
Relation 

^(j) '(7) = 

$laU, (0 gih di« Ocidnug; 

J^Cj) (i + P + i»' + i»' + P" + ••'•) 

« 

- *{^) (1 + « + 9* + «• + J" + ••••) 
wdcfae ursprfinglicli von Gauchy gefonden worden ist*). 



•) M. s unter dem Viel«, iTM Ueilier gsbört» Abere Note i« Gr eile 's 
Jownal, Bmtd 4, «3. 
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i. 4. 



Ein Blick auf die bishcrigcD SdiriUe der Betiaclitung lässt er- 
kennen, dass ein ganz äbnlicher Gedaukengaiig zu den Gräuzwerüieu 
der Integrale 

fmco.udi. f'^m^, f'^'im^ 

fidiren mnss und es würde in der Tbat nichts leichter als diese Durchs 
führung sein. Kürzer jedoch gelangt man durch Rcdukliuii der vor- 
stehenden Integrale auf die bereits bekannten zum Ziele. 

Aus dem am Ende ?on §. 2 ausgesprochenen Theoreme folgt 
nftmUeh für /'(^»^(X + O» ^ «ine wiUkührlicbe Gonstante be- 
zeichnet 



^ / <p{X+t)tlnAidt^f^ (1) 

wobei noch vorausgesetzt wird, dass X«ift[d/(<+,d)|=sO oder 

2.im(il9(IH-t±4)} « 0 (2) 
sei. Setzen wir nun k-^ t = t\ so folgt sehr leicht 

= cotXü 1 ^it')$inki' dl' — smXk J ff>{t')cOik{ di\. 

Wenden wir aber anf du enir Integral rechts das oben titirte 
Theorem selbst an und berdcksicfaUgen die Gidchung (1), so folgt 



und da der Faktor für wachseudc k sich uicbl der IVuli uuhcrt, 

SU uiuss: 
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sein unter der in Nr* (2) angegebenen Bedingung. Laseen wir am 
Ende das bisher beliebige X bis zur Grinze Null abnehmen, und 

schreiben /, * für 9, so iat 

ÜHi J^f(i)eatHdi 0 

wenn Um[if(t ±S)) z:=s 0 

ganz analog dem früheren Theoreme in §. 2. 

Hieraus kann man ebenso wie in §. 3 den GrSnzwerth Ton 



(3) 



ableiten, indem man für f(f) unü nachher für t ganz die nämUcben 
Substitutiunen vornimmt wie dortj man gelangt auf diese Weise zu 
der Relation 

die swar formell ganz neblig, materieli aber unbrauchbar ist, weil 
das Integral auf der rechten Seite unendlich wird. 

Setzt man in Formel (3) 

' ^ ' eost 

so bleibt fit) endlich, wenn 9(0 es ist, so lange al» i weniger als 
Y beträgt; nehmen wir daher asO, *<-^, so ist 

oder wenn wir der Symmetrie wegen c und f fSar b und 9 schreiben 

(I 

ScUSmUfih, Aaalyt. Stadiea. II. 3 
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FQross-^ dagegen ivird die Sache anders; setzl man hier 

f — t and nimmt für k eine ungerade Zahl ?on der Form 4ft+lf 
80 findet man leicht 



und imliim durch Uebwgaog zur Gräoze für unendlich wachsende k 

r 

Um 

9 

Handelt es sidi gana hn Allgemeinen um den Grinswerlh von 



e 

COS kt 



wo c eine ganze beliebige GrSne und k von der Fenn 4fi4*l iad ao 
hat man Mos die beiden Fälle zu onleracfaeiden, ob lilr ein ganaes 
poailivea j, 

c SÄ iß-^^n oder c « (« + i) » + / 

Ist, wo dann 9^ zwiachen 0 und n liegt. Im ersten Falle zerlege man 
wie folgt: 

und subsütuire im zweiten Integrale auf der rechten Seite la-^H* 
so wird 

• o • 
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Durch Anwendung der Formeln (5) in diesem und (8) im vorigen 
Paragraphen wird jeUt 

Um 



COS kt , , 
— :f{t)dt 
cost ' ^ ' 



= «(AW + A4«) + A4») + - . + 4/'(^«)). 

Im Falle cs=(«+^)is + / dagegen zerlege man wie folgt 

Der Gränzwerlh des ersten Integrales rechts iiodet sich nach 
Fonnel (6) selbst; um den des «weiten zu hckommen setze man 

l«(*+4)« + l' 
es geht dum dis fragliche Integral in 



/ 



sinke ^,2s+l 

0 

über, dessen Gränzwerlh nach Formel (4) in §. 3 gicich ~^ f^~^~'^) 
ist. Daiier ergidit sidi nach dem Vorigen 

».(•'4'4)«+y 



»(r(4*) + A4'») + A4«) + ... + /"(t^«)) 



(7) 



Lässt man noch i ins Unendlidie wachsen, so ▼«reinigen sich die 
Formeln (6) nnd (7) rar folgenden: 



— «tr(4») + /(i») + A4») + ... * H^' 



^ ' S««-" y (8) 
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Diese Formel lässl sich auf ähnliche Weise benutzen, wie die 
cQtsprecheudo iu §. 3. So findet man z. B. mit ihrer Hülfe leicht: 

^{,_r(T)^r(4)'-...^, -(?)■) • 

{i — co«2< + cosit — ... + eotAnt\ r^^^ di 
^ J co$t 

Lässt man hier n, also auch 4n+ ] ssA ins ÜDeildU^ ivacheea, 
so ergiebt sich nach Formel (8) sogleich 

vl{j_r(i)Vj(l)'_r(l)'^..j 
= „{r(T)^r(^)^r(^-i-")'^....} 

und wenn man noch 

e"^*) =.p, r(^) 

setzt, so gelangt man zu dem Satze: 

flndct zwischen den beiden ächten Brächen p nnd q die 
Relation 

1(1) 1(1) 41 

•KU, M gat die Gleicbung: 
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$. 5, 

Durch die Betrachtungen der beiden vorigeo Paragrnphen sind 
wir nim in den Stand gesetzt, die Summe derjenigen unendlichen Reihe 
zu bestimmen, Ton welcher das bestunmte Integral 



f{t)cotnt{JLj^a)dt 



das allgemeine Glied ansmaebt. Setzen wir nimlidi tot der Hand 
mssO, 1, 2, ... n und addiren alle so entstehenden Glieder, wobei 
wir dem ersten derselben noch den GoeflBuenten \ geben, so entsteht 
zunächst die folgende endliche Reihe: 



(1) 



die sich kflrzer in die folgende zusammenfassen lässt 

^A0(t + «w(< + «) + «w2(«4:a) + .... + eotnitZf: a^dt 

worin man <lic unter dem Integralzeichen stehende Reihe nach der 
schon einmal iieuuUlen Summinmgsformel zusammeiuielieu kaim^ man 
erhält so 



/ 



Bczeichijen wir zur Abkürzung 2?i-f-l "mit Ii und lassen n, also 
auch Ii unendhch wachsen, so ist jetzt mit Unterscheidung der beiden 
Zeichen nach (2) und (1): 
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und 



und hier handelt es sich Llus noch um die Aufsuchung der GrSni- 
Werth« links, welche auf foigeude Weise sehr leicht zu bewerk* 
steUigen ist. 

la dem Integrale (3) seteen wir |(< — a)^»«, woraus isa+2ir, 
iffcsSilac folgt; die Gräaiwerthe für ic atad dann 4(«v— «) and i(0— «X 
wodorch das Integral in das folgende fibergeht 



i (j» — o) 
sin ku 



f 



/'(a+3ii)Ai 



welches aidt in die beiden folgenden «erlegen ISast: 

- Setzen wir im ersten «= — im zweiten tf = <, so ändert Bich 
das ieULcic weiter nicht, das erste dagegen geht in 



1- 

Über, worm wir durch Vertaaschaog der Gräozeu wieder das positive 
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Yorxeidieii hervomifeD. Die Summe in (S), d. h. das Integral (4), 
stellt sich nun In die folgende Form : 

sinkt _ n . , . I sinl't , 

Für die Aufsuchung der (.l iiizcn, welchen sich diese beiden Inte- 
grale bei uiieiitilicli wachseiuleu A nahern, macht sich die Unterscheidung 
dreier Fälle binsichthch des a nölhig« ob näuihch o=0, oder zwischen 
0 und n enthaUeo, oder endlidi =n ist. Im ersten Falle aoniiUirt 
sich das erste Integral wegen der gleichen Integrationsgrinzen, die es 

erhält, und das zweite couvergirt nach Formel (4) in §. 3 für es 

gegen den Werth ^f(,+ 0)\ liegt zweitens u zwischen 0 und n so 
bat man gleicbteitig 

iK>|a>0 und n>i(n—a)>Q 

und kiij&tk sind naeli dem soeben genannten Tbeoreme '^-/(«--O) 

n 

und -^fia-jr^) die Gränzwerlhe unserer Integrale. 

Ffir acBss« endiidi Terscbwindet das zweite Integral in (6) und 
das erste nibert sieb der Gr&nze A'**"^)* Summe der unend- 
lichen Reihe m ISi. (3) wird also 

je nachdem 

ist, mitbin Terscbieden nach den drd fibr a betrachteten Pillen. 

Nicht minder leiclit ist die Diskussion des Integrales in IS'r. (4). 
für |(f4-a)8ic gehl dasselbe in das folgende über; 
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i(«+a) 

sin hl ^, . . , 
/•(— a + 2tt)c/ii 



r 



welches wir wieder, t für t« schreibend, in die zwei nachsiehenden 
zerfallen : 

Hinsichtlich des a unterscheiden wir wieder die drei vorlun i»e- 
trachteten Fälle. Für tt==0 annuUirt sich das zweile Integral und 

das enlA coarergirt gegen y/'^+O); liegt zweitens • swiscben 

0 und n, so linden gleichzeitig die UngieichuDgen 

»>i(«+»)>0 und ff>|a>0 

statt, woraus folgt, dass ^ /*(— o + O) ^ o + O). d. h. NuU 

der Gränzwerlb des ganzen in (7) stehenden Ausdruckes ist. (Ar a^n 
endlich wird ^(n-\-a) = n und dann müssen wir auf das erste Integral 
in (7) die Formel (5) in §. 3 und auf das zweite die Formel (4) eben- 
daselbst anwenden; diess giebt den Grinzwerth: 



n 



— 2 / C^i- 

Die Summe der iu IN'r. (4) voikommcuUeu uneaUUchen Reihe 
wird denuiach 

je nachdem 

isL Addireu wir jetzt die Reihen in (3) und (4) unter fieruGksichtigung 
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ihrer Summen, 80 findet sich nach beideiseitiger Division mit dass 
die Summe der unendlichen Reihe 

• • • 

durch 

ausgedrückt wird , je nachdem a = 0 , zwischen 0 und n enthalten 
oder SB» ist. Bleiht nun die FunlLtion f{x) an der Stelle x^a stetig, 
so ist 

S — Aa) 

erleidet sie aber daselbst eine Unterbrechung der Continuilät, so ist 
der vorstehende AusdrudL das arithmetische Mittel aas den beiden 
Werthen, welche ihr an der genannten Stelle zukommen. Schreiben 
wir DAr «und setzen zur AhkOrzung 

J^ = ^ J^meoinidt (8) 

so erhallen wir jetzt folgendos Theorem: 

Bleiht die Funktion f{x) endlich und stetig von ^=sO bis 
«sif, so gilt die Gleichung 

f(x) = ^A^ H- A^coix A^eo$2x + A^catZx ... (9) 

für alle WerlLe von .r=:0 bis a: = 7i inclusive beider Gränzen; 
erleidet sie aber an irgend einer Stelle dieses Intorvalles eine IJnter- 
brechunp: dt r Conlinuität, ohne jedoch dabei unendlich zu werden, 
so ist die Summe der obigen Reihe gleich dem arilhmetischen Mittel 
aus den Leiden Werthen, welche dem f(x) an jener Stelle zukommen. 

Durch Subtraktion der Reihe (4) von der in (3), unter Berück- 
sichtigung ihrer Summen, ergiebt sich ganz iOinlicb, dass die unend- 
liche Reihe 

Wita-- f fit)$imidt -f niid«-^ J f{t)$m^dt + .... 
t • 

3* 
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Cap. I. 



tiic Ausdrücke 



0, 



0 



2 



* 



lur Summe bat, je nadidem «=0, »»^a>0, oder oassn isL Wir 
können daher dem obigen Tlieorenie das fol^onde an die Seile stcJJeD, 
worin zur Abkürzung 



.geseizl wiHTden ist. 

Bleibt die runkUon f{x) endlich und stetig von ar=:0 bis 
a^ssn, so gilt die Glcidiung 

f{xy » B^mnx + B^tinlx + B^sin^ + (11) 

für alte Wertbe Ton Ins x^n exclusive beider GrSnxen, 

80 welchen die Reihe Terscfawindet; eriddet aber f{a:) an irgend 
einer Stelle dieses Intenralles eine Unterbrecbung der ContinnitSt, 

ohne jedüdi uncndlicli zu werden, so ist die Summe der obigen 
Reihe gleich dem aiuhineiisclien M ttt-l aus den beiden Wcrthea, 
welche dem /(jt) au jener Steile zukommen. 

Fdr negatire x gelten beide Theoreme anr in besonderen FfiSeD« 
das erste, wenn die Funktion fix) die Eigenschaft f{—x)= fix) be* 
sitzt, das iweite, wenn /*(— jr)— — A^) 



Die AUgemeinheit der beiden Theoreme in (9) und (11) Usst eine 
grosse« Anzahl spezieller Beispiele zn» fon denen wir einige der haupt- 
Bichlichsten mehr andenteOt ab entwickeln wollen, da es sich bei 
diesem CalciU immer nur um ganz gewöhnliche Integrationen banddt. 

I. Beispiele für das Theorem ia P^r. (0). 

1) Für f{xys^x findet man leicht unter Anwendung der bekannten 
Reduktionsformel 




(10) 
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. 2 CO« nn. — 1 

^^IT i? 

und faierau» olme Sdiwiortgkeit 

für :rsO oder ^ran erhält man hieraus eine schon bekannte 

SuuiuieoTormel, für :i? = -^ *eme blose IdedliläL 

2) Nehmen wir f{x)=zcos iax^ wo f« einen beliebigen Bruch be- 
deuten soll, so wird 

JeoB Iii €99 fU di :=z \ J*co$Qi-^n)i + 4 J'eotQi'^n^t 

woraus sich dann weiter ergiebt 



j fytmfm ( — 1)* 



und weiter 



n cos fix 1 jU t O^ ^iros*2 r ficotZx \ 

indem die Formel auch fiär negati?e x gilt Termdge der Eigenschaft 

fi—x^safls), welche eoffi« zukommt Die Speiialisirung w^n 
giebt 

IB . 1 |4 ^ 

was mit einnr nrtflenvärts bekannten Formel übereinstimmt Multiplizirt 
man diese Gleichung mit 2d^, integrirt und hezeicfanet die Constante 
der Integration mit ft, so findet man leicht: 

Isinfin = tt + + li^V-ti') + /(2*— ^i*) + .... 

oder 
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Durch Uebcrgang zur Gränze für onausgeseUi bis zur NuU ab- 
nehmende fi findet sich hieraus 

n SS itP.2*.3» 

und wenn man mit dieser Gleichung in die vorhergehende dividirt 

SeUt maa lüer ftas«, to kommt man auf die bekaimte Fonad 

sifi 2 m 

aus welcher man mittelst der Relation cosu = r:r-. — leicht die cni- 
sprechende Formel IQr den Cosinus ableitet 

3) Eriimcrl man sich der Integra tionsformel 

»#0111* + eeotta H 

e cosntat == s — r—s « 

c* + »• 

80 findet man leicht 

J* e* eotnt di = (e*^** eosmt — l) 

und wenn man e^ + a, e^ — a setzt und addirt 

Für /(a?>«e** + i"'' ergiebt sich hieraus 

2 «(-1/ 



« iL f^^J, _ ) 



und daim weiter 



I • • • 



» ^ ^ ~ ir. 
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Will man auf der rechlea Seite den Zeichcnwechscl wegschalTeii, 
so braucht man nur n — x für x zu setzen ; die gclundenen zwei 
FornielQ lassen sich dann wieder durch Subtraktion nnd Addition com- 
biDiren. Auch Iiann man für xssn durch Multiplikation mit 2(/a und 
Integration ein Resultat ableiten," welches für «otssu das Nämliche 
giebt, wie die Formel (5), wenn man in ihr w/ — 1 an die SteHe 
von w setzt. 

n. Beispiele für das Theorem in (11). 

1) Nimmt man f{x) constant und zwar am einfachsten «1» so 

wird 

_ 2 1 — cns nn 
Bn = 

n n 

und hieraus ündet man leicht 

n dnx sin Zx stn 6x 1 

T"~i~ + "T" "♦""T" + •••• (7) 

» > 4f > 0. \ 

Für negative dir ist die Summe der Reibe sa — iOr af=0 

das arithmetische Mittel ans — -j- und + Üeberbaupt würde es 

sdir leiebt sein, die Ciirve y = q>(x) zu construiren, welche die jedes- 
malige Sömme der Reihe (7) darstellt; von orsO bis xs^si nämlich 

n 

ist dieselbe eine Parallele zur Achse der x m der Eulfcrnuiig y=^~^i 

n 

von a;=» bis ar=2ii wieder eine Parallele in der Entfernung — -4» 

Ton «s=2iK bis ;rs=:3;t in der Entfernung u. s* fl Ebenso ist 

die Sache auf der negativen Seite der Absdssenacbse. An allen den 
Stellen 0 , + n , +2« etc findet eine Unterbredrang der Stetigkeit 

sUtt, indem die Curve ans i-J- in nfT-j überspringt, die Summe 

der obigen Reihe ist Uunn jedesmal = 0. — Die Formel (7) enthält 

auch die Leibnitz' scbe Reibe als den spezieiien Faii j;»^ in sidi. 
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2) Die Anuahme f{x)s:zx giebt 

(-1)"+' 



uuü hieraus findet man 

X sinx tinlx sin 3a; 

die erweiterte Bedingung, welche hier angegeben ist» folgt unmittelbar 

aus der Bemerkung, dags mit sinmx gleiclizeilig verschwindet und 

negatiY wird. Auch hier wurde es sehr leicht sein, eine graphische 
Darstellung der Funktion jf = 9>(d;) zu geben, welche die Summe der 
Reihe darstellL Die fragliche Curre besteht nSmlich aus einer unend- 
iichen Menge von Geraden, welche die Ahscissenachse in den Punkten 
x»0, drHhir, ^s + 2tr etc. sehneiden und mit ihr den Winkel 
Arctan ^ machen. Jede solche Gerade liegt zur Hälfte über und zur 
Hälfte unter der Abscissenacbse , und jedes dieser beiden Stücke hat 

die Ltnge 

Schreibt man m Nr. (S) » — x ^ x, so ergiebt sich noch 

» J? Mtn X sin 2x sin 3j: 
—5—» -j- + T 3— + .... 

2« > > 0 



und durch Addition Ton (8) und (9) wurde man auf die Formel (7) 
zurückkommen. 

3) Nimmt man unter Voraussetzung eines gebrochenen (i, f{^)^ 
sitiftx, so gelangt man leicht zu dem Werthe 

_ a. (-1)"+'« 

Würaus mau leicht die Furuicl: 
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n sin fiX sin x 2sm 2;r 3.w*;; l>. 

5 + ä« 



2 iinftn V^f^ a* — fi* ^ 3» — (iq) 

ir > > — n ) 

ableitet, die man aach darcb DüTerenziatioB der Gleicbimg (2) eriial- 
ten kann. 



4) Benutzt man die bekannte Formel 



et . ^ c sinnt — n cos nt et 
e smntat sss ^^^^ e 



lur die Ännalmie f(x)9ste ^€ , so findet man 

2 (-l)""*"'« 



und iueraos sehr leicht: 

n e** — t~*" sin x 2nii %x ZrinZsB 

2 _ -an — ~ + "~ * ' } (H) 

j» > a? > — 

Schreibt man n — a: ffir .r so erhält die Reihe Kiiiter positive 
Gitcder; die beiden &o gewonnenen Resultate lassen dann wieder Gom- 
binationen durch Addition und Subtraktion xu. 



Für die Anwendung des ersten der beiden allgemeinen Theoreme 
ist nocb «ine I^ansformation von "Wichtigkeit, welche das Integral 



J f{i)cotntdl 



betrint, sobald die Funktion f eine Funktion ?on cott ist und also 
das Integral unter der Form 
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steht Die erwähnte, toh Jacebi *) entwickelte UmformuDg 'beruht auf 
folgendem einfachen Satze. Wenn die Funktion so hesdiatfen 
ist, dass sie sich sowohl ffir «aaaa als ar^ft annulUrl und wenn ihre 
Differenzialquolienten bis nun (n— inclusive die n&mliche Eigen- 
Schaft besitzen, so ist 

J V'(^) (^) = (- 1)" 1^ V"' (^) g (-^O . (1) 

Von der Uiclitigkcit desselben überzeugt man sicli sehr leicht iliirch 
successivc Anwendung der bekannten Formel lür die theilwcise lule- 
gratioD, wovon wir wenigstens den ersten Schritt andeuten wollen« 
Es ist nämlich 

J* iff(x) 9^"^ (p!)da: s^%f/ («) J* ^^"^x) dx — J^l/ {x) dx J f"^ (ar) dx 

=s ^ (ar) 9*^^ {x) — («) dx 9^** («) 

führt man nun die Gränzen a: = a, a: = b ein und hemerkt, dass der 
VorausseUiung nach ^(a)ss:0, y/(6)s0 ist, so bleibt 

/ xp{x) ip'* {x)dx ^ — / ^' (47) 9 * {x) dx . 

Wendet man rechts wieder das nämliche Verfahren an und be* 
rficksichtigt die Voraussetzung ^(a)&BO, ^(6)bO, so geht das frai^ 
liehe Integral in 



+ J v" ip^) 9" ^ dx 



über «nd man fdjcrsieht auf der Stelle, dass die wmaligc Wiederholung 
des Prinzips der theihveiseu Iiiiegration zu dem in (1) ausgesprochenen 
Satze führen muss. Kimmt man in demselben 



*) M. B. klcrftber die schAae Abkaadlang Jacobi*s In Crelle's/oitr 
imI, Band 15, 8, h 



9 

X 
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80 sind die dem V'(.r) auferlegten BedingmigeD erfülil, wie man leicht 
sehen wird; nach Nr. (1) wird dann 

Andererseite hat mau das Theorem*) 

dx " 

und folglich ist aueb 

— 1.3.6.. (2ii — 1) t^dtm(uAreeMx) 

— — hte — '»w^- 

' Streicht man in dem Integrale rechts dx gegen dx^ setst darauf 
Areeotx^tt also ofsseotl, und bemerkt, dass ffir x^^\ und 
xss'^l fOr I die Werthe f s», laO eintreten, so ergiebt sich 

. 2--1 ißt), 1.3.5. .(Shi^l) I - . , , ,v 
tm ifp {€Oit)acoit = i i J dM{ta)<picüit) 

d. i. bei Vertanschung der Grinsen 

sin 1 9 (coi t)dl ^ 1 . 3 . 5 . . (2n — 1) I co* nt f(cos t) dt 
und durch Transposition wenn man'/ fDr ^ schreibt 
J^'ficoi i) cointdi = 1 3 5 |(2i»-l) ^"^''^ »m^: I Ä . (2) 



*) M. s. mein Handhteh der Differenxtülrwhmungt 8. 91. 

Srhltiwilcti, Anaiyt. Studien. II. 4 
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lim den Gebraocb dieser sehr umfaMendea Formel wenigstcas m 
einem Beispiele xu leigen, wollen wir 



setzen, woraus 



1.3.5.. (2»-l) = " (l-iaz-j-o) 
folgt. Die, Jacob ische Hedukuonsformel giebt dann sogleich 



/ cw Hilft — a» r äii'tdi 



W(;bei das integral rcclits, welches wir in der Gestalt 



(4) 



dai stellen , noch einer bedeutenden schon von Landen angewendeten 
Transformation (ahig ist. Man setze nämiidi 

' /KV 

s <int4 (5) 



wo II eine neue Variable ist, so findet min »ivftrdenl sehr leicht: 

1 /l— 2a cost 4- a* 

/ 1 n 1 — a coi « 

Durch Differenxiation der Gleichmig 

gini 



(6) 



M s Arctin 



/■i — 2acojt + o* 
ergiebt sich femer 



- (1 — a cos t ) dl _ 

du a -r— ö- — r^—i (7) 
1 — 2a cot < 4" " 
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and durch Midtiplikttion der GleiGhimgen (0) und (7) 

dt du 



SubsUtuiren wir üiess und Nr. (5) in das Integral (4) oder (3), 
fio wird jetzt 

du 



COS nt dt n I sin u 



Diese spezielle Transfonnaüoii liat hcrf ils Legeudrc gciuuden *). 
Um den Werth des Integrales recbls zu l)esiimmeu, muss man entwe'der 
zu elliptischen Funktionen oder zu unendlichen Reihen seine Zufluclit 
nehmen. Das letztere geht auf Terschiedene Weise. So hat man, da 
im Integrale a <C 1 vorausgesetzt werden muss, 

1 13 
^ ^ ^ a 1 4- sm* u 4* *** ***** •* + 



(9) 



und folglich das Integral auf der rechten Seite in (8) 

Die einzehien hier vorkommenden Integrale stehen unter der Form 

indem man nur zu bemerken braudit, daas li» « von ""^"S" 
bis 11= n die nauiiichen Werthe annimmt, die es von «»0 bis «=-2 



*) Traiti 4u fimeiUms ellipliguei, Tome lA IMi^e 536, formule (I0> 
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schon einmal gehabt hai. Andereneils ist bekanDtlicb 0ir ein gante« 
positives in 



.2m 1.3.5.« (2fll — 1) n 

2.4.6 (2//I) 3 

und wenn man diess liir die Reihe (9) in Anwendung bringt, so findet 
man sogleidi nach Nr. (8) 

f COS nt dt _ 1.3.6 .. (2ft — 1) 1 2u-\-\ , 

J YT^'^acoit -h " 2.4.6.. (2/1) " l' + 2 2M^ " 

JL3 (2ii + l)(8«H-3 ) i 
2.4' (2ii + 2)(2»+4)" 

Oie Reihe convergirt indess nur langsam, nsmentlieh bei sehr 
grossen ti; eine brauchbarere dagegen findet man durch die Bemer- 
kung, dass 

I ^ 1_ 1 

/ 1 — «■«* l / 1— a* /- , a*cos*t 

^TT^ v~~^T^''^^ ^ 2:4 Cnr^) ^^'^ - 1 

(;tc. ist, wo es nun nach Miiltijilikalion mit sin^udu und Integtation 
oui* daraui ankommt, ein Inlegral von der Form 

f tm^ueot''udu s= 2 tin^ueot^udu (10) 

seinem Werthe nach su bestimmen. Diess ist aber sehr leichL; seul 
man nftmlich jm'trssss, so findet man, dass das Integral rechts auch 
gleich ist: 

f\«n*uf^^(l^sin*uf~^2saiu coiu du 
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dessen Werth bekannüicb durcfa 

1.3.5 .. (2/1 — 1) . 1.3.5 . .. (2// — i; 

a . 4 . 6 . . . (2« + 2y>) " 

ausgcdmckt wird, wofür tnaii aucb 

1.3.5 .. (2n — 1) 1. 3.5 ... ( 2/>-l) 

2.4.6 ... (a») * (2j« + 2)(2ii + 4) ... (2ji+2|i) ' 

scbreiben kann. In so Tern liierdurcti jedes Integral von d<T in (10) 
angegebenen Form seinen Werlli findet, bat man nun nach dem Vorher- 
geheoden 



/l— 2ac«>fl + o* 

• 



_ 1.3.ri . . (2«-l) na* f, i_ 1 / x 
2.4.0 ... (2») ^iZZ^X 2 2« + 2U-^aV 

1.3 1 .3 . q* X* _ \ 

+ O' (2« + 2)(2it+4) U-W •••"r 

Diese neihe convergirl sehr stark, wenn Y^^^i<i^^ 

und n eine grosse Zahl ist. — Will man also die CkteHizienten in der 
Gleichung 

I 



(11) 



SB + A^cass + A^eat^ix + A^cot^ + .... 
bestimmen, so ist nach dem eben entwickelten Resultate: 
_ 1.3 .. (2/1 — 1) 2a I _ J_ 1 / a* X 

" 2.4 ... (an) /iii«« \* 2 ait+2 VI - ov 

1.3 1-3 , g* 1 

2:4' (2it+2)(^V) ll-oV • ^ ^ 



Digitized by Google 



54 



Gip. L 



8. 

Wir kebrcn naeb dieser Digression zu den Formeln 

' (1) 



Au^^ j fit)cottUdt 



' (2) 



2 r" 

Bn =^ ~ l f(t) sin nt dt 



zurück, um zu seigeu, wie sieb dieselben so weit ausdehnen lassen, 
dass s nichl mebr airiscben den Grinsen 0 und it eingeschlossen lu 
sein braucht, sondern sich in dem ganz beliebigen Spiebraume — e 
bis + e bewegen darf, sobald man nur eine Tk-ansformation mit den 
obigen Formeln vornimmt 

Die Gleichung (1) gilt, wie wir wissen, von .t = 0 bis .x ^ + »i, 
würde aber auch von jr = 0 bis ar = — n noch rirblig Jjlcibea, wenn 
f(~~.T) zufällig =/*(.r) wäre. Es ist sehr Iciclil , liir /"(./) eine ganz 
ailgtiineiitti Subätiiuüon zu trollen, bei welcher die geuaimlo Eigenschaft 
stattfindet, nämlich die folgende 

worin q< eine ganz willkührliclie Funktion bezeicliucu darf. £$ wird 
jetzt 

A» sst if.(i) eotnttü "» y — t)eottUät 

und hier geht das zweite Integral durch die Substitntidn Ib — f in 

1 f~" 1 
— ~n I ^ = H I 9 (0 cos Ht iU 

Aber, wenn man berücksichtigt, dass in einem bestimmten Integrale 



Digitized by Google 



Die F0mkft*9Affik IMhco. 55 

die Wahl des lutcgrationsbuchstabens gani glcicbgOltig »t Der Werih 
▼OD ilj, gestaltet sich Jetxt wie fo^ 



1 r* 

Am ^ — I ipii)eoifadt 



(3) 



uiiü nun gilt die UJeichung 

» l (4) 

von x= — n bis ar= + ff. 

Die Formel (2) besteht nur l&r »^or^O, sie wfirde aber aneb 
filr d?aO und negative x richtig bleiben?, wenn die Funktion f(x) 
die Eigenschaften /*(0) = 0, /* ( — a*) aa — /"(a:) besassc Diesen Be- 
dingungen genügt die Anualiuie 

bei welcher 

Bn = ^ J 9 (0 £ü — i J^^{—t) «w 
wird. Für — tritt hier die Umformung. 

— i. y 9(^|)jdiiifift = — i [(pifydnntdf 

ein, durch die man 

B» •= ^ y'yCDÄJrfill (5) 



erbau. Für die so bestimmten Wertbe der Goeffizienten gilt nun die 
Gleichung: 
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* (6) 
S3S B^dnx + ckSar + «m + . , . . ) 

unter der erweiterten Bedingung »^jr^ — ». 

Addiren wir jetzt die Gteichungca (4) und (6), wobei wieder / an 
die Sleiie von 9 treten möge, so wird 

fix) =s ^A^ + A, eos X -\- cot 2x + A^cosSx + . . . \ 
+ B^ sin X + B^im%x + «n + ... I 

wobei die Coeirizienleu durch die Formeln 

bestimmt werden. Die Gleicljuiig (7) j;i!t fi5r alle Werthc von x, wrlclie 
innerhalb des iulcrvalles — n bis + n liegen, für + dagegen 

ist niiibt /(n), sondern ^^"^ "^^^T - ^j die Summe der firagUchen 

Reihe. 

Um endlich die Formeb (1), (2) und (7) auf ein beliebiges Inter- 
Tstl «nsdehnea zu kennen, setzen wir ^ und — fikr jt und f, so- 

gleich nehmen wir f^)^^{x)^ wobei ip eine noch ganz wiUltuhr- 

liebe Funktion bleibt 

Die Gilnzen für die Gültigkeit der Formel (1), nimltch n ^ x ^ 0, 
gehen jetzt In 

Aber, und bilden nun die Gränzen lur die Gültigkeit der neuen 
Formel: 

itx %ftX 

tf>{x) =^ \A^ -)r A^eot— + A^cos — + .... (9) 
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Irgeud ein CoelKizient ist hier wegen /'(^) = ? (0 

wobei die lutegralionsgränzen, welche für das jiriiberc t Null und n 
waren, jetzt durch die Gl^cbungen ^ = 0, bestinmit werden* 

Es ergiebt aich so: 




Nimmt man ganz diesolben Translonnationen mit der l'ormcl (2) 
vor, 60 ündet man ebenso leicht * 

« iB,««!-^ + Ä,«»— + Ä.WM— + ,.... (11) 

gOltig UDter der Bedingung c>jr>0, wobei 

A (12) 



iBl. findlich giebt die Gleichung (7) auf dieselbe Weise behandelt; 

if(x) = + ^t^T *^ + •••• 

+ sin h -ß, h /?, «Jt — + . . . . 

c c ^ 



(18) 



^. = 1 J ,.(,t) CO, dt. B, = \f f(l).m'^<U (H) 

wobei die Gülligkeit der Formel (13) an die Bedingung cy>x'> — c 
gebunden ist, vermöge deren man die Formel selbst auf jedes beliebige 
noch so grosse Intervall ausdehaeu kann. 

4* 
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Cap. L 



Aus der in §. fjegcbcncn Darstellung geht liervor, dn<;s die ge- 
sammte Theorie derjeoigen Reiben, welche nach den Cosinus oder 
Sinus der Vieiraeben eines Bogens fortscbFeiten, nur ein einfaches 
Beispiel für die Regeln bildet, nach denen man den Gränzwertb des 
Integrales 



für iinendlicli wachsende k Lestimmt. Di«! grosse* Allgempiiilicil, wciclie 
diesen Regeln inwohnt, Hess erwarten, dass durch einen geschickten 
(irifl sidi .auch nocli andere Anwendungen derselben vermitteln lassen 
würden, wodurch man auf Sät/c kommen muss, die mit den bisher 
enlwicltelten eine gewisse Familienähnlichkeit haben werden. Diese 
Iloffiiung ist durch Lejeune Dirichlet erfiUIt worden, indem er 
durch eme elegante Analyse gezeigt hat, dass wenn die Summe einer 
endlichen oder unendlichen Reihe von der Form 

+ C, cos j: -f- cos 2x -|- Cj cos + .... 
bekannt ist, auch immer die Summen der beiden Reihen 

C, + C, cot» + C, co*4w -4- C^coi^w + .... 
Cj sui w 4- C'i 4« + C, sin 9« + C^sin lOia + • • • • 

worin w einen aliquoten Theil der Kreisperipherie bezeichnet, gefunden 
werden kOnnen*). Nennt man die bisher betrachteten Rethen: Cosinus- 
oder Sinusreihen erster Stufe , so lässt sich das Dirichlet' sehe 
Theorem als eine Summenformel für die Cosinus- und Sinusreihen 
zweiter Stufe bezeichnen, in so fem hier die Vielfachen des Bogens 
eine arithmetische Reihe zweiter Ordnung bilden. Bei dem Interesse, 
was dieser Gegenstand hat, l;1 luben wir die Tlicorie der Cosinus- und 
Sinusreihen nicht besser als durch eine Darstellung der genannten 
Untersuchung beschliesseo zu können. 



*) Abhandtungm der K. Akademie der Wissenschaften zu Berlin au» 
dem Jmhre 1035, eisohlenen 1837; oder: CrelU^B Jourwtt, Band 17. 
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Der erste Sehrilt derselben besteht in der einfachen Bemerkimg, 
dass die Werthe der beiden Integrale 



8C « 

/ l os 2 - - / sin 2 , 



nolhwendig endliche Grossen sind; man weiss zwar aus der Theorie 

der Gammafunktionen, dass ^^i* gcmeinschaftiiche Werth der iu 

Re<le stehenden Tntps;rale ist, kann al)er auch hiervon ganz nbstrahiren, 
weil sich die Grussen a und b dinch die luichlolgeiide Analyse von 
selbst bestimmen. Ihre Entlhchkeit erkennt man leicht durch Zerlegung 
der obigen Integrale in andere von solchen Integrationsintervallen, dass 
cosz oder sinz innerhalb derselben ihre Jedesmahgen Vorzeichen nicht 
wechsebi. So ist: 

/? P'i 
cott j , I cosz I COlX , , 



n 



und wenn mau im zweiten Integrale j=^-f-^, uu drillen : = 

in 
2 



3ii 

"ö" + ^> etc. sctzl, so ergiebt sicli sehr leicht 



Da cosz die Einheit nicht ubersteigt, so folgt, dass das erste 
Integral nicht mehr als 
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betragen kann; im sweiten Integrale ist dio Summe der in Parenthese 
stehenden Reihe offenbar eine positi?e Grösse und 

<1 . ^ also um so mehr •< 



' «iMv nur BW UlVUl J = 

Vt+» vi" 

und mithin betrigt der Werth des fraglicben Integrales weniger ab 

ICeraus folgt sogleich» dass a eine endliche GrOsse ist. 

Auf ähnliche Weise Aberzeagt man sieh von der Endlichkeit des 6, 
indem man das betreffende lotegral in andere Integrale serlegt, weiche 
die Interyalle 0 bis sr bis 2jr, %n bis 3n, etc. umfasse-n und im 
zweiten Integrale x=ssr-l-^» im* dritten: t^^w^-x u. s. f. sub- 
stituirL 

Nimmt man in den Integralen unter Nr. (1) 2=s<*, so gehen 
dieselben in 

über» wofikr man auch schreiben kann: 

( cot (e)ilt = f sin cft « 6 
-«e *-« 

Avcil die Funkliüüei» eos{l'^) und >s7//(/^) von < = 0 bis t = — oo die- 
selben Werthe haben, wie von t = 0 bis / = -f" ^ • Setzt man ferner 
tsisw^rp, wo u die neue Variable, p eine arbiträre Constante 
ist, 80 ändern sich die Inlegrationsgränzen nicht, und wenn man 
cof ((ipH- tt)*) SS catlip^ + + ^p») zerlegt , so wird : 
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I cot{p*'^t^)cos'lpudu — j «III (p' tt*) im ^ti f/« 88 a 
J <tfi (|^+ M*) CO« 2ptt <Ih + 1^ cos(p*-\- «*) sin 2p udu ^ b 



— «e — De 



Hier Terechwinden diejenigen lotegnJe, in welchen «iitSpn vor- 
kommt; denn denitt man sieh jedes derselben in swei andere von 
«sO bis HS 00 und u=sO bis « — — oo zerlegt, so hebt das tweite 
das erste aur, weil «f» m')«m2;>« und eo${p^ -\- u^) sin^pu die 
Eigeuschafl q{ — m) = — ^(«) bcsilzcu. Es bleibeu daher iii deu 
obigen Gleichungen nur die jedtj^nuilig ersten Integrale stehen, in 
wcktien man co*(/** + u') und ««(p' + i**) zerlegen kann. Diess 
giehl : 

co${u^) vosipudu — <ti>0^*) / co$2pudu « « 

Ml (p*) j cot (m*) cor 2/Mi <fti 4" <^ip^) J «»(it*) cot 2|iii «iu ssa 6 



-flt 'S-» 



lind wenn ninn hieraus die heideu uDhekanoten Integrale ehuiinirt, su 
erhalt man leicht: 



^ cos (u 



*)cos2pH(lu = acos{p^) + ösinQ)*) 



r* 



cof ipudu SS bcot{p^} — a$m(p*) 

'-8C 



und far 



2/« 

wo n und is constanie Grössen bedeuten. 
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<^ *«* «'^ ^ 2/« [a ») -f 6 Jiii («* w)J (2) 

I *"* (4^) tlx = '/^ u [6 («* w) — a sm («' ii»)J . (3) 

£b sei nun eine HeUieasuminining in der Art g^ebm, dass 

/ (.t) = 4- C, coj X + cos 2a: + C, co* + . , , . (4) 

isl, worin eine bekannte Funktion beieichnet, und aur Abkflr- 
sung aei 

i7a C, + C^cotm + C^cosAük + C,€Q«9c0 + (5) 

A' = Cj ui + 6, iiw 4w + C, <m + , , . . (ü) 

80 ist es sehr leicht, H und K in bestimmte Integrale au Terwandeln. 
HuUipliairt man nämlich die Gleichungen (2) und (3) mit C«, setat 
hierauf ftsasO, 1, 2, 3, etc. und addirl Alles so eiilstelieude, so er- 
giebt sich sogleich 



/ 

/ 



cos F{x) i/a? a=5 2/<ü Ja// + Okj (7) 



«n (^) F(a:) da: = 2/» [bH — oAj (8) 



woraus man Ä und K climiniren konnte, was wir aber bis /ulelzt 
▼ersparen wollen, lierücksicbligt man nocli, dass der BedeuUuig 

Ton Fix) nach F(—x)=sF(x) ist und die Funktionen c«i(,-) und 

«■»C^) fiir negative x dieselben bleiben, wie für positiTe «, so kann 

man die vorigen Gleichungen auch in der folgenden Foroi dar- 
stellen; 
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{^) da = (a/y + 6Aj (9) 



I 



7 — 

(4^) ^ X»«^) i^o; = /w — oA:) (10) 



und hier können wir ilie integrale als die GiinzweiÜie ausi iuiu, denen 
sich die nachstehenden 

für nnendlich w.k hsciule r näliern. Aus dieser Bemorkiing ergicbt sich 
mit Leichtigkeit ein Mittel um die Werlhc der fragüchcu Integrale zu 
rmden. 

I. Zuvörderst übersieht man sogleich die Richtigkeit der folgenden 
Zerlegung: 

/(4r+l),, ^ ^ , 



3» (4r-I)« 

wobei alle Integrale rechts mit Ausschluss des ersten von der Form 

k(2g+l)jr 

co5(^) F(«)<l'ar (13) 



sind und daraus hervorgehen, wenn man 9^1, 2, 2r setit 
Ffir ^ 9 2^^ + 1/ verwandelt sich dieses Integral in*: 
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wenn man bemerkt, dass der Bedeutung von F{x) xnfolgc Fi^qn+y) 
= Fiy) ist. Zcilcgl man dieses wieder in 



/ 



Ata 



und setzt im ersten Integrale ^ = — .r, im z\vciten if = .r, so wmi 
F(— ä) = F(.i), beide Integrale eriialten gleiche Gränzen und liOnncn 
dann in ein einziges zusammengezogen werden, uämlicli 



das unter Anwendung der Formel 



COS a -i- cos ß = 2oo« ^ co* — ^ 



sicli wie tolgt gestallet: 



2 Jf(,)^(i»^-±^-)oo/'-rf,. 



Nehmen wir hierin 9^1« 2, 3« ... (2r) so erhalten wir die 
in Nr. (12) vorkommenden Integrale, mit Ausaehluss des ersten, in 
solcher Form, dasa jetzt flherall gleiche lotegrationagrSnzen stehen; 
man kann daher die Integrale in das folgende einzige zusammenziehen 

eot ( i!) \ X Fix) dx (U) 
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worin zur Abkflniuig 



^ = (ii^y + 2coi ( — j- — ) CO* 



+ 2co* ( 3 j cos 



gesetzt worden ist. Es würde niin darauf ankommen« diese Rcilie 

zu summircn. So lange at ein j^niz beliebiger Bogen ist, hlssl sich 
aber diese Aufgabe «icht gut lösen, dagegen wird dicss muglicli, 
wenn man für w einen aliquoten Theil der ikreisperiplierie , also 

2» . . 
«twa «SS — niiDint, wa n eine posiüve ganze Zahl bedeutet. Das 

fi 

aUgemeine Glied der Reihe nämlich der Auadruck 



2€M [- h 5-) COiO — 

\ Ol 4(11' Ol 

atelU Bich in diesem Falle unter die Form: 

2 CM « + ^) coi^y (16) 

Hier sind binsicbilich der von 0 hu 3r gehenden Zahl q zwei 
Fälle zu unterscheiden, für ein gerades q ist nämlieb ^ und ebenso 

Ton der Form 4/», dadurch wird ^ ik zu einem geraden Viel- 

factiea vuu n und mitbin der Ausdruck in (16) 

» 8coi(g^) cai9-^. (17) 

Für ein ungerades r/ dagegen steht 9* unter der Form 4/^ 1, 

SeUöBilch, AMdjt. Stadien. II. 5 
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mitbin nnter der Form Ap'-\-n, dadurch wird ^^nsss^ffn 



+ ^ und der Ausdiuck iii (16) 



Oa nun die Reihe X dadurch gebildet wird, dass 0, 1, 2, ... (2r) 
gesetzt und Alles addirt wird, wobei man aber das erste Glied nor 
halb nimmt, so ist in unserem Falle Alles zusammen zu nehmen, was 

aus ISr. (17) für ^ = 0, 2, 4, 6, ... (2r) und aus Nr. (18) für 
9f=l, 3, 5, ... (2r — 1) hervorgehl; die fragliche Beibe X erscheint 
dann als die Summe der beideu foigeuUen Ueiben: 

Seo« (^) [4 + eotnx + cot Sit« + .... + eotnurj (19) 

2co*(y 4- ^) |coiy 4- c««a 2" + .... + cosi2r-i)^y (20) 

Ihre Summen ergeben sich uumiltelbar aus den bekanulen 
Formein 

und 

cot II -f> «OS 3m 4* oo« 5« 4- ... 4- cot(2r— l)v 
Ii« (2r 4-1)« cof (2r4- 1)« 

. 1— i — |i0t|g — ■ — .. ^ — £ — . 

2stnti 2 
Man (kidet nftmlich, wenn k zur Abkürzung für 2r 4- 1 dient. 
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Denken wir uns an der Stelle des Integrales links dasjenige, 
welches die linke Seile der Gleichung (14) bildet, UQd lassen jetzt r 
und somit auch 2r'^l=k ins UoeDdlicbe wachseo, so sind auf ilie 
Integrale rechts die Regeln der Paragraphen 2 nnd 3 anwendbar; man 
findet nSmlich 

- ? {im + ^Ci) -fi:) + n^) «•© + ••-} 

wobei die a]lgem«nen Formen der Glieder 

sind. FAr das letzte Glied ist noch eine Unterscheidoog nithig; wenn 
nlmlicb n gerade ist, so kann man ^fiiEssiir setzen und aus For- 
mel (8) in §. 3 gebt dann hervor, dass die letzten Glieder der beiden 
obigen Rethen diejenigen sind, welche h=M entsprechen, aber nur 
zur Hälfte in Rechnung kommen; für ein ungerades n dagegen wurd 
I ftft K 4 (n — 1) n + 1 7K = t;r + 4 n und mm entsprechen die letzten 
Glieder dem Falle aber ganz gerechnet, wie man au^ Faraiel (9) 

in §• 3 erkennt Schreibt man wieder ci fOr — und berficksicbligt 
die Gleichung (9), so folgt leicht 

+ F{2^)co,C^ + ^) - .... 

wobei bindichliich des letzten Gliedes die obige Bemerkung gilt. 




üiyiiizeü by GoOgle 



Die Foarier^wiicii Reiben. 69 

IL Ganz die nämlicheii Transformationen sind auf das zweite 
Integral in ^fr. (11) anwendbar. Ilan z«riegt dasselbe in andere Inte^ 
grale Ton 0 bis », iv bis 3», 3» bis 5jf etc. nnd betrachtet die 
allgemeine Form derselben: 



entsprechend Nr« (13). Doroh ganz dieselben IVansformalio^en, welche 
dort angewendet worden, geht dasselbe in 



nnx . 
COS - — dx 



aber, welches auf eben dieselbe Weise benutzt wird, wie das friibere 
analoge Integral. Man flndet znletzt, dass es auf den Grtozwertfa von 



1 f'!^p(^^)^(f)^ 



sinkt ^,2tx . (un . <" % 

Fi—) $m {-^ + ,.^) cottdi 
sint ^ n ' ^ 2 Inn,' 



+ - 



ankommt. So gelangt man am Ende zu der Gleichung: 

bH ~~ aK 

+ iF(0)««C;)-F(«)«n(^ + % 

+ F(2«)«u(J + ?!^) ...... 



(22) 
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wo binsicbtticb des letzten Gliedes beider Beiben die nlmlicben Bemei^ 

kungen gelten, wie bei der Formel (21). Eliminirt man jetzt aus den 
Gleichungen C21) und (22) die Grössen // und A', so lindel man die 
Summen der Reihen, für wclclie // und K als Ahkfirztmg dienicn. 
Wählt man aber die ursprüngiiciie , durch F{x) summiflc Reihe so, 
das8 man U und K a priori kennt, so gelangt man zur Kenntoiss 
der Conslantcn a und b. Diess Letztere ist der Fall, wenn man in 
der Reihe liir F{x), C«»l, C,»C,»C, etc. »0 nimmt. Es 
wird danft F<«)»1, B^l, ^»0; und mitbin nadi (21) und (22) 

^=«4 + cm(-^ ; + to^^ ; 4- cüs{^-^) + .... 

+ 4«»(-j) - «»(77 + —) + «"(ä - •••• 



and 



^ •= «<»(^) + »»(t^) + *»(x) + •••• 

und diese Gleicfaungeu müssen nun blosse Identitäten vorstellen, wel- 
dien Werth man auch w= — geben muge. Mmuit mau ganz eiufach 
nsl, also issSis, so ergiebt sieb 

d. t. 

Um ein einfaches Beispiel zu haben, setzen wir 

F{x) sss 1 + cof + eos^x + ... -j- cos{n — \)x 




üiyiiizeü by GoOgle 



71 



Es ist dann für ein ganzes positives h 

Fihm) i + T-^ 

n 

n 

d. i. wenn » nicht io k aufgeht, wie z. B. (Ür A^» 

t\hui) = 0 . 

Die Gleichungen (21) und (22) geben jelzt wegen I\ii) = n 

oder 

^ ^ i (1 + y — *»« y) >/^«^ 



und hiermit sind die Summen der Reihen 



1 4- cos[—-) + <^oH--;r-j + ... + cos[ ) 



«n-^) +^(— ) + + «»(-^— ) 

gefonden, «ohd man noch fOr n die Fälle unlersdieiden kann« in 
welchen es unter einer der vier allein möglichen Formen ü, 4^+1» 
4Jfc + 2 , 4^ + 3 enthalten ist. 
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Die Fourier'sehen Integrale* 

S. 10. 

Schon in §. 3 haben wir eine Fonucl kennen gelernt, mitlelst 
deren sich eine beliebige Funktion einer Variablen in ein bestimmtes 
Doppelintegral verwandeln iieaa, welches die Veränderliche der Funktion 
al$ arbiträre Gonatante enthielt, £a iat nicht schwer noch mehrere 
derartige Beziehungen aufzuslellen , indem man steh an das Theorem 

Um m dt = ~ F(0) (1) 

halt, worin das Zeichen „ Lim" sich auf das unendliche Waciisen von 
Jt beneht Für diese Ableitung wird es Indessen von Vortheil, nidit 
du obige Theorem nnmittelbar, aondem ^n etwas allgemeineres in 
Gebrattcb tu nehmen, wonach man den QrAnzwerlh von 

/^/(- + 0 <u 

jederzeit leicht bestimmen kann. Ist hier nicht eine der Grüssen 
a oder b der Null gleich, in welchem Falle man aui die Fonnel (1) 
zurückkommen würde, so macht sich die Unterscheidung nulbig, ob 
a nnd b gleiciie Torzeichen haben oder niclit, indem für diese zwei 
▼eiBchiedenen Fälle auch zwei ^nz verschiedene Resultate tmA Vor- 
schein kommen. 

Bei positiven a und b und 6>a>0 braucht man blos zu be- 
merken, dass 
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ist und faieraiu folgt unter Anwendimg der Formel (1) 

JUmf^^fix + t)dt=.^ri:r + 0)-^f(x + 0)^0 (2) 

und das Näniiicbc gilt auch für negative von Null verschiedene a und b, 
weil man die Integrationsgrinzen durch die Substitution t = — ^ so- 
gleich wieder positiv machen, also diesen Fall sogleich auf den eben 
behandelten aurSckfÜhren kann. 

Sind (Innegdi a und b von uiitjli^^iclieii Zeichen, etwa ö positiv 
und a negativ, so schreibe man — a für a und es ist wieder 




und wenn man im zweiten Integrale für t die neue Variable — t' 
einfuhrt 

Die Anwendung des Theoremes (1) giebt hier sogleich 

I —--f(^x^t)dt = n ^"^ ^ (3) 

also nf(.r), wenn die Funkuon f(.r) für den Werth von .r. den man 

gerade bubstiluirt, stetig bleibt, dagegen, wenn sie eine Unterbrechung 

5* 
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der Gonüouiiät erleadci, das ariihmetiscbc Mittel aus den beiden ihr 
daselbst zukommendeD Werlken multipUzirt mit der Ludolpb'scbeo 
Zaiil. Wäre dagegen o positiv und b negativ, so erheUl aus der Snb- 
stitiition — ^, dass dem absoluten Werthe nach das Nftuiliche, 
dem Vorzeidien nach das Entgegengesetzte zum Vorschein kommt. 

Dh so selir eii)lao]i( M Iti iracliiuDgen selzeii uu& lu den Stand, die 
Werthe der doppelten integrale 

2 J cos am du J^/X^)cosn»H9^ (4) 

auf die folgende ungemein leichte Weise zu bestimmen. 

I. Gemäss der Ilcdt uluiij^, weldie ülierhaupt ein IiUegraJ mit der 
Integratioosgränze od hat, ist das Integral iu (4) nichts Anderes als 
die Lmu, welcher sich das folgende 



2 cot m du f(9)€osu»d9' (ft) 

für unendlich wacli?eride f{ näliert. Kehren wir darin die Integrations- 
orduuog um, so ist dasselbe auch 

SS J^fi»)d» J^2coi^cotsudu (7) 

wobei sich die Inlf^gratiüii n.uh u ohne Schwierigkeit bcwerkslelÜgeu 
lässt, wenn mau bemerkt, dass 

sin (d- — .t) /c silt (9- -f r) h 

ist. Das Doppehntegrai (7) oder (6) zerßllt demnach in die beiden 
euUachea: 
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wobei wir im ersten ^ — .r = t und im zweiten ^ + .r = / scUen 
wollen, woraus immer d&^s=ilf fulgt. Die vorslehenden Integrale 
werden darch diese xwei Substitutionen in die beiden nachstehen- 
den verwandelt: 

J ^n^ + i)ät + / ^fi--.a; + t)dl (8) 

iiiui tlit;se Summe \väro der Werlli von Nr. (0). Gt'lien wir ]vl/A mr 
Gräii/.e ffir »incndlidi wachstiule U iibcr, so erhallen wir den Werth 
des Inlegrah's in Nr. (4). Hierzu sind indessen einige L'ntersclieidungen 
nötbig. Selzen wir nürnhch x als positive Grössen, //>>a>>0 

▼oraus, 80 kann a:^", .i?«a, «>*a aber <l/9, .r = /j und x'^ ß 
sein. In allen diesen Fällen convergirt das iweile Integral in Nr. (8) 
gegen die Xttme« Null, weil den gemacht«! Voraussetzungen nach 
a + ^ und fi + X positive von Null verschiedene GrOssen sind. Im 
ersten Integrale fallen für w^a beide Integrationsgrdnzen positiv aus 
und folgliclt ist die betrefTende lAmes =^0; lilr geht die untere 

Integralionsgränae x — a in Null über, folglich die Formel (1) an> 

wendbar, welche + giebt. Liegt x zwischen a und ß^ so 

ist die untere Integrationsgränze negativ, die obere positiv und dorch 

Anwendung des Theoremes (3) ergiebt '^(/(•^ — 0) + A^ + 0)j. Für 

jtä/^ wild ^ — x = {i und wenn man t = — l' setzt, m» l^uin man 
nachher wieder die Formel (1) benutzen, woraus sich ^ f(fl — 0) 

findet, Wenn <'ntllieh x^ß ist, so worden heide Inti'L'raiinns'^räiizcü 
gleiclizeilig negativ und folglieli ver^rlnvindel das zweite lnt»';.;r;il nach 
Formel (2). — Erinnern wir uns nun, dass diese Resnli i!^ die jedes- 
maligen Werihe des Doiipelintegrales (4) darstellen, UiviUiren jetzt 
mit n und schreiben in (4) I lilr ^, so gelangen wir zu' folgendem 
Theoreme: 
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Unter der Voraussetxung, dass ^>a>0 und x eine po»iti?e 
GrIJsse ist, hat das Doppelintegral 

— / cos XU du I f{t)coiutüt (9) 
^ ^9 Ja 

den Wertb oder NuU, je nachdem ar innerlialb 

oder ausserhalb des Intenralles a his ß liegt; an den Gränzen 
desselben also für atsssa oder xsssß gelten dagegen die Weithe 
^f(a + 0) und ^f(ß — 0). För negative x finden diese Beziehungen 

nur dann statt, wcuii /uiaiij^ /'( — x)r=^fi.c) ist. 

rr 

Eine kleine ModilikatKiii tritt «o<li für den Fall a = 0 ein, wel- 
chen die Voraussetzungen dieses Theorenies ausschliessen. Bis zur 
Gleichung (8) hieiht die Hetracbtuiig die nämliche und auch hier 
ändert sich für :r ^ 0 noch nichts. Für x = 0 dagegen ver- 
schwindet das zweite Integral daselbst nicht (wie hei a>>0), sondern 
man erhält 

dt 



woTon der Gräuzwerth wA^) wt, während er nur -^fif^) sein würde, 

wenn die vorherige Betrachtung für «sisO ungestört bliebe. Diess 
giebt folgendes Theorem: 



Der Werth des doppelten Integrales 



^ J coixu J f{t)cosutdt (10) 
. /(« + 0) H- /(o; — 0) 

ist tär jedes welches die Bedingung 

/9>^^0 erraili; dagegen if(ß) für as=ß und Null» wenn x 
die Grösse ß übersteigt. 
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Lassl man ß ins Unendticbe wachsen, so gilt die Gleicbuog 

/ V.+uj+Ax-o^ _ lf co.^d. fj(fic,Miat (11) 

für jedes endliche positive x inclusive d;=0; sie bleibt aber auch 

für uriendlicli waclisciide richtig, wenn die Grössen Wfiß-i-^)-^- f{ß — 0)) 
und \f{ß) sidi einer und der uämlicben Gränze nähern, wozu uOlbig 
ist, dass Lm/{p) = Q sei. 

IL Gaoz die oämlicbefi Betrachtungen sind anf das Integral Ija (5) 
anwendbar, wenn man dasselbe als den Gränzwerth von 



2 sin XU du J f (Jü) sin dd- 



für unausgesetzt zunehmende k ansieht. Beachtet man, dass nach 
Umkehrung der Integrationsordnung ein doppeltes Stnusprodukt, d. h. 
eine CosinusdilTerenz zu integriren ist, wShrend frdher eine Cosinus- 
summe vorkam, so übersieht man ohne alle Rechnung, dass das obige 
Integral entsprechend der Formel (8) in folgende Differenz 



/ß-r 
sin / ? . I sin fit ^, 



a:+OA (12) 

zerßllt Da nun für /'y>a>>0 und positive ar das zweite Integral 
gegen die Gränze Null cunvcrgirt, wenn U ins Unendliche wachst, so 
fallt die jetzige l ntersuchung ganz mit der frühcrea zusammen und 
giebt das ganz analoge Tlieorem: 

Unter der Voraussetzung, dass /7>>a^0 und x eine positive 
Grösse ist, hat das Doppelintegral 

sin XU du 



2 f . 
— I st\ 
n J ^ 



J f{t)sinuidt (13) 



den Werth ^^^"^"^^^^^^ — — oder Null, je nachdem x inner- 
halb oder ausserhalb des Intervalles a bis hegt; an den Grenzen 
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desselben, also für .r=a oder ./■ — gcltm dagegen die Wcriüe 
^/"(tt + O) und \/(ß — 0). Für negative .v linden diese Beziehungen 
nur daan aUU, wenn zußllig f{ — x)=s — f(x) mL 

Auch hier hedarf der Fall assO einer besonderen Untcrsuclnmg. 
För .r>-0 Snd«rt sich dann in Nr. (VI) nichts, för araasO dagegen 
reduzirl sieb dor dort vorkommende Ausdruck aul Null , wie sicL üiuh 
sonst von seihst versteht. Wir haben daher den Satz: 

Der Werth des doppelten Integrales 

^ tinxmdu J^fitytmuiA (U) 

f(x-^O) -4- f(a: 0) 

ist 2 ^^^^ * «wischen 0 und fi\ t^r x=ß 

erhält man — 0) und lür jr = 0 und jedesmal Null lur 

deuscibcu. 

Lasst man noch ß ins Unendliche zunehmen» so gilt die Formel 
/(x + 0) + /(.-0) ^ 1 r^^j, fmn»^it (16) 

fiir jf'dc-s endliche posilivc exclusive .t = 0; sie bleibl auch noch 
für unt'iiüiicii wachsende x richtig, wenn in diesem Falle Limf(p) 
= 0 ist. 

Fassen wir das Bisherige zusammen, so ist für lMuf(x)=sOt 
wo sich das Ltmei« Zeichen auf das unendliche Wachsen von äe be- 
zieht, 



(16) 



(17) 



wobei man nur zu nicikea li.tt, dass , wenn für irgend ein .r eine 
Unlerbrecbnnj,' (Ut Cunlinnilat in f(,t) eintriU, an dio Stelle von /'( r) 
das aiillinictisclu' Mittel aus den beiden Wcrthcn zu setzen ist, welche 
in diesem Falk dem f{x) zukommen. 
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. 11. 

Die beiden Theoreme, welche wir so eben kennen gelernt haben, 
können noch in anderer Form dargestellt und auch so ausgedehnt 
werden, dass sie nickt nur für posiiivc .r, sondern ganz aUgemeiu von 
xs= — X bis .r=-f-x j^iiUiu hlrilvcn. 

Zunächst kann man bemerken, dass 
/(j:) = — / eatxudu f f(t)eoiutdt, ar^O (1) 

ae oc 

f{x)^^f mtaudu J f({)ti»utdt, a?>0 (2) 



->er 



ist; denn denkt man sich jedes von ii = — » bis « = -{- oo gebende 
Integral in zwei Integrale zerlegt, von denen das erste das Intervall 
u — — CO bis M = 0 und das zweite das Intervall « = 0 bis M = -f-oo 
umiasst, SU übersiebt mau leicht, dass das erste dem zweiten gleich 
ist| weil jede der Funktionen cosxucosut und tinxusint^ für n^a- 
tive u die nämlichen Werlhe annimmt, wie fftr positiTO «. 

Setzt man lerucr im integrale (16) 

« y(^) +^<f<.-') 

80 gilt die numuebr eotsteheudc Formel 

2 

' (3) 

audi für negative x, weil hier f{x) mit cosxh die Eigenschaft f{ — x) 
=fiie) gemein hat* Zerlegt man das Integral nach t in die Summe 

i J <f{t)eotvtdt + i J* f{—t)co»uidt 
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uad nimmt im zweiten Integrale tssa — i\ so gelii letzteres über in 

9 ~ De 

Demnach wird die vorige Soinme 

^ ij q>(i)cosutdt \ j fp(t')cosut' dt' 



sas ^ / f(t)cOtUl dt 



wenn iiiaii nämlich zuvorderst tlic Accentc weglässt und dann beide 
Integrale zusammenziebL Die Gleichung (3) gebt Jetzt über in 



y(^) 4- y(— ^) 



=z ^ J cos a u du <f (l) cos ut dt 
0 — oe 



flO>Ä>- — OD. (4) 



Nimmt man ebenso in der Formel (17) des vorigen Paragraphen 

so gilt die entstehende Formel sowohl für a?s=0, als lür negative d\ 
weil hier /'(0) = 0, f(—a:) = — /"(j;) ist; nach einer ebenso leichten 
Keilukiion tindet man 

y(a.') — 9)(— ar) 
2 

= — / tiuxudu I <p (J) tm ut dt 

• *— 06 

Addirt man endlich die Gleichungen (ö) und (6), und be^ 
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merkt, dass die daiin vorkcmmeiideii Doppeliategrale auch unter den 
Formen 



1 

— 1 dt< I q)(t)eofideo$Mtdt 



und 



1~ J du j"* ip(t^iaiiit tinmidi 

dargestellt werden können, so ergiebt sich sogleidi: 

s — I dit J q>it)cosu{t—x)dtt ap>jr>^oo, (6) 

woiur man auch schreiben kann: 

= dii J ip(t)ca»n{t—a:)dt, oo>.t>-oo, (7) 



weil — für negative u die nämlichen Werthe giebt, wie Cur 

posilire ti. 

Bezeichnet man ^ — 1 sur Ahkänung mit i, so ist femer: 

/«p * 
rf« / y (<) CO« 14 (< — J:)dl 



et oc 



-«D -ce 



Da sinu(t — .t) für negative m sein Vorzcicheii, aber iiidiL sciaea 

Werth ändert, so erhellt leicht, dass sicli das mit i multiplizirte Inte- 
gral von selbst anniillirt, dass folghch übrig bleibt: 

ScUöaUcb, Aaaljt, Stadim. 11. 0 
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y(ar)=^ / du J a>>a:>-«). (8) 

- X - fle 

iDdem der Werth des reeUen BestandUieUes nach Formel (7) be&timoit 
werden kann» 

Dl».' Ijier entwickelloii Forinclii sind mit driuMi identisch, welche 
zuerst Fourier in seintM* tht'orie de In iludenr auf anderem Wege 
abgeleitet hat. — Bei der Wichtigkeit der beiden Sätze Fourier'? 
wird man vielleicht einen zweiten Beweis derselben nicht ungern sehen, 
welcher den besonderen Vortheii bat, von jeglicher anderweilen Theorie 
unabhiogig zu sein und nur die Kenntniss des integrales 



j. 



voraus zu setzen, woraus man, wie schon früher in der Gammafunklionen- 

theorie, den Satz 



f 



sin aueosbn n ^ ^ , 

«/« =5 -s- , (ur a > 6 



3s a, für a<6 

ableitet — Mau beliacUle iiämlicli zuvOrdursl das Integral 

t " • 

worin wir F{t) als stetig und endlich innerhalb des InterTalles f «=0 

bis <s=c voraussetzen. Durch ümkehrung der Integraüonsfolge , die 
hier gestattet ist, weil der Ausdruck 

cos yu 

/ U) sin ul 

innerh.flb der Grüuzen « = 0, w = oo imd f = 0, t = c weder un- 
endlich, noch dislLOiiliuuirlich wird, nimmt P die Form 
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an, in welcher zwei Fälle zu unterscheiden sind, nämlich y^c und 
y-^e. Im erateren ist zugleich f'^t^ weil Termöge der IntegraüonS' 
grämen nach I immer c>l sein muss, und folgUcb annuUirt sich 
das Integral nach u wegen « sss I ^ 68 ^ , also 

P=: 0, für y>c. 
Wenn dagegen y<^c ist, so zerlege man das liucgiai P wie 

r m,,^ / *in In coayu . 

+ J mitj - ' rf- 

liu ersten Integrale ist nun wegen der lotegrationsgränzen für t 
immer <<Cy und deshalb verschwindet das Integral in Bezug auf u{ 
im zweiten Integrale ist c><>)^ und wegen <>/ erhält das in 

71 

Bezug auf u genommene integral den Werth und es bleibt 
/>«i J^m^ '^* für y<c. 



Vermdge des DrsprOngUchen Wertlies von P ist demnach: 

= 0 , y>c. 

SeUen wir jaun Ji\i)dt =^ f(J.) also F{f)=^fit), so wird 
durch theilweise Integration 

tSZ fil) SiH Ul — U Jfil) COS ul dl 
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und die obige Gleicbung gebt über io 

d. i. 

« 

- T (A^^) - /"W) od« —0 

je nachdem y<c oder y^c ist Im ersten Falle, erhält 
f(e) auf der linken Seite den Faktor >»<^ zwdlen, ^K.Yf den 

Faktor Null und milliin bleibt 

^ eotyndu J f(t}co$utdt ss= für y<c 

a=s 0 , für y >> c 

frie wir Torhin ecbon gefunden hatten. 

£benso leicht gelangt man zum zweiten Theoreme F'ourier's 
indem man von dem Integrale 

• • 

aoageht. Kan bat sanftcbst 

und untersdieidet hier wieder die beiden FlUe />e, y^€^ Im 
ersten ist wegen c>t ancb Immer y><, folgfidi: 
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im swettoi terlcgc man Q folgeDdermass^ 

so ist hinsichtlich des ersten Integrales y*!>t und f^t das zweite y <^t\ 
folglich verschwindet das lelzleic liiiej^rai und es Jjieibi 

Setzt man wieder F{t)=f\t), so verwandelt sich die Gleichung 
in di« folgende 

V y" «^^'^ j ^/Ax '^'^ / 
A«) J — — /^(O) J 



o o 



+ / anyudu I f(t)uuui 



dl 



Die Werthe der beiden eiäleo Initegraie auf der üuken Seile (der 
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Cocffizienten von f{c) und /"(O)) lassen sich aber in jedem der beiden 
Fälle oder leicht angeben und man findet so 

f^tinyudu J mmi^dt^ ^f{y), y<€ 

ganz wie früher. Ebeu&o leicht ^ürdc es sein, die all^emeinereu 
Theoreme des §. 10 auf diese Weise abzuleiten und sie auf solche 
Funktionen f(t) auszudehnen, welche innerhalb des Intcrvalles ( = 0 
bis lasse eine Unterbrechung der Continuil&t erleiden, ohne jedodi 
gleicfateitig unendlich xu werdent 



Es ist ein doppelter Gebraucfa , welcher sich von den Theoremen 
des Torigen Paragraphen machen lässt; einerseits kann man sie nSmlidi 
bei der Auflösung partieller Dlfferenzialgletchungen benulzen, uro aus 
einem partikulSren Integrale einer solchen Gleichung das allgemeine 
Integral abzuleiten, andererseits werden jene Formeln liir die Theorie 
bcstiumiter Integrale von Wichlii^kuil, weil sie eine reiche Quelle neuer 
Inlegraliurinelii darstellen. 

Tun der ersten Art der Anwendung wollen wir, da sie unserem 
Zwecke ferner liegt, nur ein einziges Beispiel geben und swar mit 
Fourier diejenige Differeniialgleichung integriren, welche aur Be- 
stimmung gewisser WArmebewegungen dient. Wir schreiben in diesem 
Falle die Formel (7) in folgenden Zeichen: 



— 9t — * 

Die gegebene partielle Differenzialgleichung sei 
und zugleich die Bedingung gestellt, dass das Integral derselben ii. 
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dass eine Funktion der zwei Variablen x und t ist, sich für f »0 auf 
eine gegebene Funktion von ^, etwa ^(x), reduuren solle. — Zu- 
nächst bemerkt man nun leicht, dass der Au&drack 

e eoi0(& — ar) (3) 

worin e» und Q wüiköhrliche Gonstanten bedeuten, die Gleichung (2) 
erlüllt, also ein partikuläres Integral derselben ist. FOr f =0 reduzut 
sich derselbe auf coc«»(0 — x)\ um nun aber für tsO nicht diesen 
speiiellen Werth, sondern tp(s) zu erhalten, brauchen wir blos in 
Nr. (1) die Operationen nachzusehen, welche noch mit eostt(Q — ;r) 
vorgenommen werden mflssen, um daraus zu bilden. 

Wenden wir ebendieselben Operationen auf die partikulär^ Lösung 
in (3) an, so ist jetzt: 

^ J^'^'^ ipiß)^^"" * eosm{e—x)dQ (4) 

das verlangte allgemeine Integral. Da näniJich w Und 0 von x uod t 
unabhängig sind, so befriedigt ein Ausdruck von der Form 

^dm r*'"*' CO* m(B—x) dB (5) 

die gegebene Dilferenzialgleichung, weil er steh von dem partikulären 
Integrale in (3) nur durch constante Faktoren unterscheidet. Jenes 

Doppclintegral ist aber nichts Anderes als die Summe einer unendlichen 

Menge von Elenioutcu, tlen n jedes einzelne unter der Form (5) steht, 
es muss fulglicli selbst die Glcicluing (2) erfüllen , weil jeder seiner 
Bestiindliicile diese Figenschaft besitzt. Da ausserdem der Ausdruck 
iu (4) sicli für / = 0 ntif y(^) reduzirt, so genügt derselbe allen 
Anforderungen, welcbc an u gemacht worden sind, ivebrt man in 
ihm die Reihenfolge der Integrationen um, so ist auch 



— « — « 



dm 
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und unter Anwendung der bekannten Formel 



f 



y/l^ -ik) 



k 

06 

ergiebt sieb bieraus 



(p{B)dQe (d) 



oder wenn man 



setzt, wo 17 die neue Variable bezeichnet: 



1 , 



{x + 2ai; /l)üri, (7) 



Von der Richtigkeit dieser Resultate kann man sich auch leicht 
a posteriori übei zeugen ; .ms der ersten Form von u in Nr. (0) erkennt 
man sehr leicht , tlass Uie&e Funktion in der That ein Integral der 
gegcl)enen DifTerenzialgieichung ist, und aus der zweiten, dass sie sich 
für ( = 0 auf fp{x) reduzirt. 



$. 13. 

Die iweite Anwendung, welche die Fonrier'schen Formeln zu- 
lassen, besteht darin, dass sie einen Leitfaden zur Entdeckung he- 
stimmter Integrale mir nnL,'chbaren Wertlicn bilden; wählt man nämlich 
die willkührhcho Funktion f{x) so, dass sich in den Gleichungen 

^f{x)ss J eoioudu J f(t)coiutdi, c>«^0 (1) 



(2) 
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die jfldeBmal ente Integratton (nadi I) durch die gewAludicbra Mittel 
in geschlossener Form hewettstelligen lisst, so bleibt noch eine Inte- 
gration nach u flbrig» die in vielen Fällen nicht direkt ausflUirbar sein 
irird ; da man aber den Werth der linken Seite im Voraus kennt, so 
ist man durch diesen einfachen Calcfil zur nnmittelharen Werthangabe 
eines zwischen den Gränzen 0 und oo gcnoininencii Iiitc{:ra!c'S gohuigt. 
Aus der so entstandenen Gleichung Jassen sich (hiiiu (hiidi Iiilcuralion 
oder Differeiiziation nach don iu ihr Yurkuiiianii^lcn willkiiinlichen 
Conslnnteii wieder m-ne Inlegralformeln ableiten. l);)l)»'i ist jedoch 
ganz besonders zu bemerken, dnss eine derartige Diüerenziation in 
Besug auf x im AUgemeineu nicht, sondern nur unter gewissen beson- 
deren Bedingungen vorgenommen werden darf, wie steh aus der fol- 
genden Untersuchung darüber ergeben wird. 

Aus der Differenziation der Gldchung (1) in Bezug auf x ergiebt 
sich die nachstehende Formel, welche wir vor der Hand als eine noch 
problematische bezeichnen: 



Andererseits ist vermöge der Gleichung (2), wenn darin f(x) durch 
f(s) ersetzt wi{d 



wobei sich die Inio<;ration nach t leicht in etwas ' anderer Form dar- 
stellen lasst, sobald luau bemerkt, dass 



ist; indem man hier fit) ffir jf{i)di schreibt und die Gränzen 
c und 0 einfahrt ergiebt sich 




udnxvkä» / f{t)cotvidi* (3) 




(4) 






f'{t) nn ut dl =a f(c) sincu — u 1 fit^eattdät. 
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HU Hülfe dieBer Qeicliung uiminl die i-ormel (4) folgende Ge- 
stalt an: 



— J udnxud» J f{t) cotutdt 



und wenn wir in dem mit f{c) muItipHzirten Integrale die obere 

Grinzc qo als Lim einer »incmllich wachsenden Zahl k ansehen und 
die daselbst posluiute Integration zwischen h und 0 auslubren, so ist 

[sin {x — c)k + c) k] 



(8) 



Soll nun diese ganz nnbczweifelt richtige Gleichung mit der unter 
Nr. (3) stehenden noch unsicheren Formel zusammenfallen» so moss 
fBr uniosgesetzt wachsende k 



_ . (sin k (x — c) sin k (x + c)\ 
f{c)lMm^ -^^ 



sein, eine Bedingung, welche nur dann erfQlU sein kann, wenn 

/•(e) == 0 (6) 

ist, weil ausserdem der fragliche Ausdruck völlig unbestimmt würde, 
in so fern die Sinus unendlich wachsender Bögen zwischen + 1 und 
— 1 hin und Iier oszilliren , sich also keiner bestimmten Gränze 
nihem* Die Gleichung (6) giebt also die Bedingung an, unter welcher 
die Formel (3) richtig, d. h. die Differenziation der Gleichung (1) 
nach 9 erlaubt IsL 

Eine ganz ähnliche Betrachtung zeigt die Uuistände, unter denen 
die Gleichung (2) in Bezug auf x dilfereuzirt werden darf, wobei 



CO 
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heraaskomnit. Min hat nftmlich sefolge der Formel (1) 

= f eotaeudu f f(t)cotuidt 

und hieraus folgt durch Anwendung desPrinzipes tbeUweiser Integration 
auf das Integral nach t 

■^f(je)s^ J eotatudu fcot euf(c) — /(O)) 



+ ueatxudu J f{i)duuiäi» 



Nimmt man daa erste Integral zwischen den Grämen 0 und ^ 
und Iftsst nacbher k ins Unendlidie wachsen, so ist 



— /(O) jUm ^i^^ + J ucoixudu J f{l)tinuAdtA 



Soll diess mit der hypothetischen Gleichung (7) coinädireo, so ist 
noch die Gleicbung 

nöthigy zu deren Bestehen die Bedingungen 

/(c)=sO. /(0)«Ö (0) 

erfordert werden. — Man kann demnach sagen: ,,V(in den beiden 
Formeln (1) und (2) darf man die erste nach a: diücrenziren, so- 
hald f(t) an der oheren Integrationsgränze Terschwindet, die 
sweite aber nur dann, wenn AO ^ ^ hei den integrationsgrinsea 
annuUirt*'* 
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Statt dieses KennzeichenB a priori kann man lueh leicbt ein anderes 
a posteriori aufsteUen. Hat nlünltch das Integral: 

— u$mxudu J f(l)cotuidt (10) 

einen bestimmten Werth, so muss oiTeobar die Bediugung f(r)=:0 
erfiillt sein, denn wäre sie es nicht, so würde ans Nr. (5) gegeo 
die Voraussetsung folgen, dass der fragliclie Werth unbestimnit, 
nSmlich 

wäre; ist hingegen der Werth des Integrales (iü) uDbesUmut, etwa 

wie der Ton / coixdx, so Braucht jene Bedingung nicht erroitt lu 

sein und die dleichung zwibthca (iU) und (11) reduzirt sich auf das 
triviale Uesultat, dass ein paar unbestimmte Grössen einander gleich 
sein können. 

Eine ganz ähnUche Betrachtung ist auf das integral 



ueotxuilu I f{{)sinvtdt 



anwendbar und berechUgl uns mit der vori*^'cn zusammen zu dem 
Ausspruche: „zwischen den nach x genommenen Differeuziahiuotieuten 
der Ausdrücke 



-^/"(j:), J cot XU du J* f(() cos ut dt f c'^x^O^ 

tindet so lange Gieidiheil statt, als die Werthe der (hirch die DifTeren- 
xiation entspringenden neuen blegrale bestimmte Grössen bleiben/* 
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§. 14. 

Eines der eiorachsten Beispiele für die Tbeorene (1) ODd (9) des 
Torigen Paragraphen bildet die Annahme 

Erinnert man sich Dimüch, dass für positive von MuH ver^ 
scbiedene a 

/« 

/ c sin ut dt = — V 

ist, so ergeben sich auf der Stelle die folgcadcn beiden Formeln 
n — «* C a cos j:u , - 

• 

, <*> 

Man kann dazu noch eine dritte und ähnliche stellen, w«ui man 
bemerkt, dass 

• • • • 

ist, woraus nun sogleich folgt 

Diese letztere Forinel darf man als die gemeinschalUicj^e Quelle 
der unter (1) und (2) verzeichneten Resultate ansehen, in so fern sich 
diese aus ihr durch zwei consecutive Differeniiationen nach x ableiten 
lassen. Die Formel (6) darf man jedoch nicht wieder differenairen. 
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.ar 



weil die SubsliluLioD /(x) = e , welche zu ihr führte, den Bedio- 
goDgen (9) im vorigen Paragraphen oicfat genügt; in der That wdrde 
das neue Integral 



Jf cos XU _ 



welches dabei zum Vorschein käme, keinen besümmten Werth haben, 
wie man augenbhcklich ersieht, wenn man es in der Form 



I cos XU au — a / -i— ; — -idu 

a* + iir 



dantelll, nnd daher darf man dasselbe dem Differaiualqnolienten 

TT — 

von e nicht gleich setzen. 

Man kann zu den so eben entwickelten Resultaten auch auf einen 
anderen Wege gelangen. Setzt man nimlich 

/ sin .TU du 



so folgt 



tly cos XU . 

fP y r* II sin XU , ^ 

und diese DiflTcrciuialionen sind erlaubt, weii die fraglichen drei Inte- 
grale bestimmte endliche Werthc hnbcn müssen, wie man leicht durch 
ein paar einfache Betrachtungen findet. Man hat ferner 

t 

und bi«ria eine gew6hnhche Differensialgletehnng. Nach den bekannten 
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Methoden rar Integration der linearen DifferenaalgleiGlrangen erliSlt 
man als ToUstindiges Integral derselben 

wobei A und B die wilMhrlidien Gonstanten der Integration sind, 
und ferner 

-=2 aas aAe — aBt 
dx 

Da nun aus (5) und (6) folgt, dass lur «»0 

- du r* (hl n 

,=0 uud ^ = }^ -e^ = ^ 

wird, so haben wir zur Bestimmung von A und B die beiden 
Gleichungen 

0 = ^4-/^4-^. 



^^aA — üB 
2a 



woraus man ^=sO, B^ — ^ erhalt. Vermöge der Bedeutung 

du d' u . 



*9C 



übereiiisliiDmend mit den früheren Formeln« 



n — f u sin XU , 
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Schreibt man 6 und ^ ßir x und a, bemerkt femer, daas 

jetzt 

ist, 80 erbellt leicht, dasa man sovielmal als es beliebt nach r düTe- 

renziren und die beiderseiligen Differeiizial<(üütieuten einander gleich 
seUcu darf; da nämlich der Nenner der Differenzialformel durch Diffe- 
rcnziaUon nach r immer höhere Potenzen von t-\-u' bckununt , so 
bilden die Werlhe der siici cssiv entstehenden Integrale eine nhneh- 
mciide Reihe und sind iiiilhiii kleiner als der in (11) verzeiclmet« 
Ausdruck. Mau liat nua bei ji maliger DUTerenziatiou 



, ^ f cosbudu 7t ä ^ (e *^'^) 
_1) 1.2..„ I = - W-^' 



(12) 



Wendet man, um die rechte Seite zu entwickeln, die bekannte 
Formel 

±JS^ = ± _ "(»-!) /"'"(/^) 

, (ii+l)»(»-l)(tt-2) /"~^'( /.7) 



für ar=r, /(/«) » f(/7) =a r-*>^ an, so daas f(t) =: ? 
iat, 80 liodet man 



n 

dt 



(it+l)«(n — !)(«— 2) 
2.4 
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Schreibt man n+1 für 71, substituiri diess ia die Gleichung (12), 
dividirt dann beideraeilB mit 1.2 ... n, was kurz mit n* bezeichuet 
werden möge, mid setzt am Ende wieder fülr r, so er- 
mebt sich 



CO, tu du 



2 116 



(„4-2) (n+l)«(it-l) 1 



2.4 



Gleiche Behandlung der Formel (10) heferl das analoge Ke- 
sultat: 

fiftii6ti<lii .... 

?+l ^^^^ 



(»i4-l)w(it-l)(»t~2) I ) 
2T4 («6/ "*•••••) 

Diese Formeln Blehen übrigens in ciiier sehr nahen Beziehung zu 
derjenigen, welche den Werth des Inlegralcs 



angiebt nnd in §. 17 Ab(h.I entwickelt worden ist. Setst man namlicb 
in der Gleichmog 

bckLomiUii» /iaaiyl. ÖluiUca. II. 7 
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lind durdi Ifultiplikaüon nil cos^atdm und Ihtegration nnscben 

t/ = 0 und aicssco 

• • • 

DurcU Uinkehrung der lotegration^rolge gehl das Doppelintegral 
über io: 



cot 2cti d» 



und so wird jetzt nach dem Vorigen 



wonus sich die bisherigen Fermeln leicht aUeiteo laMeo wflrden, 
iodem man daa Integral rechts für den Fall eines ganzen posi- 
tifen entwickeU. Diesen Weg ist ((Br |««0) merat Laplace 
gegangen *). 



*) Bulletin de la societc jpAiiomatique Avril läil; oder Theorie aaa' 
lytique des proimWtÜt, trott, iHt. page 96. 
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S. 15. 

Eine nicht umUcr bemerkenswerUie Anwendung der Theoreme 

eotxudu j f(t)eaiuidt, c>«^a, (1) 



(2) 



geht aiiB folgenden SnbeliCatlonen her?or. 



In Formel (1) sei f(a:)ss umax^ so findel man ohne Schwie- 
rigkeit 



und miUiin 



*/ a+ii 



ffilOJ? aas — ' COia« rfit 



' *J u — a 
t 

f aeosjcu ^ >a 



<3) 



Bier tritt der bemerkenswerlfae Umstand ein, dass fftr dr^e die 
Somme der beiden ersten Integrale der Noll gleieh Ist Man sieht 

diess leicht aul folgende Weise ein. Im ersten Integrale sei a + ii=f, 
im zweiten u — a 4 , so geht jene bumme in 
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öber; dabei zerlrg<»n wir das zweite Integral in zwei andere van — a 
bis -t~ ^ ^ii^d von -f- a bis x , wo sich das letztere mit dem ersten 
der obigen iulegrale vereioigeo diess giebt 

— 2sin ax j:tdt+ J^2^ cos x(Jt-^a)iU . (4) 



Iiier ist das zwischen — a und -f- a genommene Integra! wieder 
in zwei andere von — a bis 0 und von 0 bis -f- a zerlegbar; setzt 
man nachher im ersten derselben tss — so wird 



catct 

— I — cos .T [t -J- a) dl 



d. i. wenn man die Accente weglässt und lusammensieht 



cos et 

—r— sin itt dl . 



Denken wir uns diess au die Stelle des zweiten Integrales in (4) 
gesetzt, so gebt der ganze daselbst befindliche Ausdruck in 



— 'hinax I ^ '"^ ^' sinxtdt 



I cos et , 

J —'" 



Ober, wobei unter der Toraussetxung €>x 



— - — 0 
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ist Aas der Glsichang (3) folgt jetit, wenn wir c ins Unendlidio 
wachsen lassen, wo es dann grtsser als jedes endlidie x ist, 



= ,>o. (5) 



Zu ganz ShnUchen Betrachtungen fOlirt die Sal>stilittion/|[dr)aseotadr 

in die Formel (2); man finUet uamlich 



ycoKU?»— / ^_,i dht, «>0. (6) 

Berücksichtigt man noch die identische Gleichung 

/sinant ^ , § u sin .rti _ /** «n o* . 

^ » ' ar — u' — " 

so ergiebt sich 

2^(J-«««)-y^;^^- -rf». »>0, (7) 

woraus man durch zwei consckutiTe Diflerenziationen nach x die 
Torbergebenden Furmein wieder ableitet. 

Man kann ebenso, wie im vorigen Paragraphen, auch auf anderem 

Wege zu diesen Resultaten gelangen. Für 

miaeu du /o\ 



wird nämlich 



(Ii/ f* cos XU , 

5^ - - y 



(10) 
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Mu hal nun mtor 

^ + «-y = 7 — * - T 

und von dieser Differenzialgleicbang ist 

das ToUstSodige Integral, woraus folgt: 

^ as aAeatax — Baunax 

^[ SS — f^Adnax a*Bcoiax, 
Für «sssO muss aber nach (8) und (9) sem 

und folglich haben wir zur Beslimmung der beitiui lütcgrations» 
GODätanten A und B die GleichuDgen 

was JaO mid 17»^ gi^L Vein6ge dersobsslimmteDWerthe 

von ^, lial>€ü wir nun nach (8), (9) und (10) 



n 

2? 



(l-.«»ia»)«J IT ^"^ 



2a 



fr 1^ tiJ^dnc , /lov 

was mit dam FMberen ausammenHUt Uebrig^ns darf man die Diffe* 
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rtfuiationeo nach « mthi waitw trailteii, wiil die warn Intagrale, 
welche entsjiriDgen wflrdeo, keine beslümnteii Werihe melur haben, 
wie I. B. 

Dagegen ist es erlaubt sovielmal als man will nach a' zu dilTeren- 
nren, was man auf die Weise ausführt * dasa man ^ r fSiS u aetzt, 
darauf »mal nach r differenzirt und suleUt wieder fOr r schreibt. 
Man gelangt auf diese Weise au Formeln, welche denen in Nr, (13) 
und (14) des vorigen Paragraphen TOlIig analog sind. 



S. 16. 

Die in den beiden letzten Paragraphen entwickeilen Formeln sind 
durch die Aufmerksamkeit, ^vrlrlic man ihnen geschenkt hat, eine 
reiche Quelle fernerer sur Theorie bestimmter Integrale gehöroider 
Beziehungen geworden, von denen wir die wichtigsten, theils neue, 
IheQs bekannte, entwickehi wollen« 

So ist es zunichst sehr bemerkenswerth, dasa dne ganz simple 

Transformation hinreicht, um das Integral 



ooftiib 0) 



— oe 

auf jene Integrale zu reduzircn und aus demtelbeu den Werth von 



0 — 



abzuleiten, worin m und n positive ganze Zahlen bedeuten. Unter 
der Voraussetzung nimlich, dasa a^>^, also derffenner a*— 5^f+z* 
nicht m zwei reelle Faktoren des ersten Gradea zerlegbar ist, ken- 
nen wir 
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in das unter (1) stehende Integral siUisUtuireu » wodurch eich die lote- 
gratioDsgrinzeii mcht ändern und 

dz = /o* — /5f' dx 
a» — 2/?* + = («» — i6(*) (1 + o;*) 

wird. Das in Rede stehende Integral nimmt ^bom die Pom 

-f + </.r / u^—ß^ 

an, worin wir zur Ahkflnung 



(2) 

aetien und den GoBinus der zwdtheiligeu Gröise zeriegen. Das Integral 
wird dann zur folgenden DUbrenz 

cos rß I yx^^ C»"^ /a' — /if*) «/or 

— OC 

Qr 

— war/? f ^^-t^,i«(rx/a»— /J(*)ite. 

Diese zwei Integrale zerfallen wieder in vier andere, weint man 
die unter den luLegralzeicben angedeuteten Mulüjplikatioueu ausführt, 
nämlich: 

p* cot rß J ^ cot {rx / a* — ß*) dx 



•i- qcotrß J ^ cos (rx / a^ — ß^) dx 



— OC 



— gtiurß J j-^^tm(rx^a*—ß^)dx. 
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Von diesen integralen verschwinden das zweite und dritte, weil 
810 aus gegenseitig sich aufhebenden Elementen bestehen, ia so fern 
namhch der jedesmalige Faktor von ds die Eigenschaft /"(—o:) ä — /{x) 
beaiUt £s bleiben also nur das erste und leUte Integral Obrig, fflr 
die man auch 

2p'co$rfi J Y —^ iCO»{rx/a^~^fi^)dx 
* • 

schreiben katm, wenn man berücksichtigt, dass der jedesmalige Faktor 
von ff.r für npgalivc x die nämlichen Wcrlhe, wie für positive ar giebt. 
Da nun die vorstehenden Integrationen mittelst dei Formel 

ae oc 
r cos ya: - § a: sin yx . n — y 

lör )' = < / u' /^^ aufgeführt werden können, so ergiebt sich, wenn 
wir den Ausgangspunkt (1) im Auge behalten, 

, . I . r*/^ «« — Ä* I 

Eine elegante Spezialisirdng dieser sehr bemerkenswerlheu For- 
mel ist 

asssl, ß=scot(üt p = co$(m — gas — cosmat 
wo 1» und m noch gaoz beliebig sind. £s wird dann 



p = sin mu) , ^o* — =s: sin u 

und 



— ■ cos n dx 

1 — tx WH» 4- * 



} (4) 

71 e sin (mtü + r cos tu) . 
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HieraHs lassen sich durch Spetialisimiig von w und m maneheriei 
Eiini Tlieil sdion bekannt« Resultate ableiten; man erbUt b, B. fir 



1 cos rz , 

/ i dz =: n sin r 



was nichts weiter als eioc etwas andere l'orm für 



/ 



2 cos rz . 

ilz » ntmr 

1 — j 



ist Wiebtiger dagegen sind die folgenden Anwendungen. 

I. Für eia gerades n und positives ganzes m ^ n + 1 ist Lc- 
kaunllich, wenn ^ zur Abkürzung für ^ dient*), 



m — I 

1» S 



* 1 4** 

eof(m — 1)^—1 coim^ coi 3 (m — 1 ) ^ — > cw Zm Sh 

r^Ji 1 — 2z coi 3^ + 2* + . . . . 

cos (n — 1) (//I — I) — X cos (n — 1) md- 



• » • • 4" 



1 —2: cos{n—l):t + s* 



Nach beiderseitiger Mnlliplikatiui» mil cosrzth kann man rechts 
sämmtlich(3 Glieder integriren, wenn mau in der Formel (4) sich 

fi&r der Reibe nach ^» 3;^, 5^, ... «— Id- geschrieben denkt* £» 
ergiebt sich so: 



E« ist diess die Bi«liehe Zeriegug, welcli« in dca EleaealcB der 
keanlst wtrd. 
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^ J 1+'" 



^rite«"^!^ ^ _ 1 

« 

Denkt mm sich ferner das htegral auf der linken Seite in xwd 
andere von — od bis 0 und von 0 bis 00 zerlegt, so ist klar, dass, 
wenn m gerade, also m — 1 ungerade ist, neb diese beiden Integrale 
aufbeben, dass sie dagegen für angerade m, also gerade m — 1, so- 
wohl dem Zeichen als düiii Werthe nach ehiander gleich sind; im 
letzteren Falle kajiD man daher statt der linken Seite in der obigen 
Gleichung auch 



„ / — —eotrxdx 

J 1 + »" 



schreiben. Setzt man endlich noch r=;a6, xa«^» so erhält man 
leicbt f&r ungerade m und gerade n ^ m — 1 



fit 

€Oibxdx 



a* + a?" 



« — —U «»(«^ + o6coi^) 



n 

ua 



+ e sin (3«i ^ + abcos^&) 4- .... 



* • • • 4" e 



mt(ii— Ifn» + abeotn-~l»)i (5) 



wobei immer ^ — ist* 

n 



üigitizeü by VoüOgle 
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Nimmt man beisplebweis ms 3, iia4, so ergicbt aicb nach 
einer kldnen goi^om^risdiea Reduktion 



-T-, — 4 cot ose dx 9 — 7= • " icox — «« ^ I 



0 



oder a/2 filr a gesetzt 



Differenzirt man die Gleichung (6) partiett nach 6, so kann man 
HOB ihr ancfa leicht den Werth des Integrales 



r. . 



^ thtbitdx 



ableiten. 



II. Lnler den jümüdien Voraussetzungen lunsichüich der Zahlen 
nnd II ist aucb 



n z 



2 

1 co«2(m — 1)5^ — zcos'imd' cos4(m — 1);^ -zcosim^ 
eo*(it~2)(m — 1)3^ -~>cof(n~2)iw» 

Multiplizirt man diess mit cosndz^ intcgrirt Zwischen den 
Gränz<»n .- = — oo, 2 = 4-00 und bemerkt für das erste Glied 
rechts, dass 



iiimr 
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ist, wihrend man nur VarwerlhuDg der flbrigen Integrale die For- 
mel (4) für cos=2^, 4^, 69, ... n— 2^ in Anwendung bringt, so 

crgiebt sich 



cm rx dz 

1 — 



— «e 



-J- « sin (4m & r cos 49) + ... 



oder wenn man rso^, ts^^ und m als nngerade voraussetzt 

II 



M — i 



f 

f n « 

i/ a — X 



cosbxdx 



wa ~ 



oSj/nft— 2^ 1 

. . , . + e »in («—2 /«^ + ai* cos «—2 (6) 

und hieraus wdrde man durch partielle Difierenziation nach 6 auch 
noch den Werth des Integrales 



0 

/ 



m m 

a — X 



sin Itjc dx 



ohne Schwierigkeit ableiten können. 
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$. 17, 

MulUplizirt man von den beiden Integralen 

C cos hu , 71 — /* stnhn . _ 

das zweite mit = t und aubUrabirl es darauf von dem ersten 
mil der Bemerkang, dass 

cot Am — i^nhu ^ e 

ist, so erhält man sogleich: 

J =T* • 



iHuse Kormcl combinirt Lejeune Dirichlet*) mil der aus der 
Theorie der Gammafunktionen bekanuteu: 



r(m) _ r 



w« — I — (a4.»i)x 

:r C «y^; (2) 



worin a ah positi? ▼orausgesetzt wird, auf folgende ebenso einfkcbe 

ab uelte Weise. Mau muiUpiuirt die vorstehende Gleichung mil 

litt — 

uud inlegrirt darauf zwisclien den Gränzcii m = — x, u = 4-x; 
es ergieht sich so: 



*) M. s. Crello's Juumai, Bd. 4« 8, 94. 
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—Ami 



r(m) / . — ^3 



(3) 



wobei die rechte Seite durch YertauschuDg der beiden lotegraüo- 
neu in 



r* M-i—«*, du ~(A+x)«/ 

Qhergelit und sich nan die Integration nach u ausfahren lässt, wenn 
man in Formel (!) k-{-a für h setzt. Das vorliegende Doppelintegral 
rediizirt sich demnach auf das einfache 

/* M-l _ ffx n — (A+x)* n -M f* m-l „ («4.il).r 



dessen Werüi durch 

ausgedrückt wird. Indem man diess COr die rechte Seite der Glei- 
chung (d) äubslituirl, ergiebt sich: 



- o 



/ 



- km —Mk 

(4) 



e du n e 1 



in + mf * (« + *) 



Das Verfahren, welches zu dieser Gleichung föhrte, Usst sich 

wieder auT sie stlbäl anwenden. Multipllzurt man nSmlidi die der 

Formel (2j ähnliche 
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mit dem Ausdrucke 



e m 



+ / • V 



d. t. dem Nämlichen, was in (4) unter dem Integralzeicben steht, 
und integrirt wieder xwischen den Gr&nxen ussc — od, tis:4-«s 
so wird 

/e 1 1 
n^^ 

e du I 



(») 



Durch UmkehruDg der Integrationsfolgen geht die rechte Seite in 

J ^ • J HF+ir — 

wobei man die Formel (4) in Anwendung bringt, indem man darin 
k durch h-^x ersetzti Das vorlegende Doppelintegral reduzirt sich 
jetzt auf 



/ 



a; e da: - -- 

(a + A) 



n e rin) 



und wenn diess in die Gleichung (5) eingeführt wird, so kommt: 
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/ 



e 



^ («+«0" + 



(6) 



7t e 



(ß + /. ) {b 4- Ji) 



Man wird leicht den weiteren Fortgang dieses Caiculs öbersehen; 
der nächste Schrill z. B, würCic darin bcslclien, tlah» iiiöii in der 
Formel (2) c und für a und m scUt, die so entstandene Gleichung 
mit Dem multipli/ii t , was in Nr. (6) unter dem lulegralzeichen ent- 
halten ist, darauf die IntegiaUonsfolgen von x und u vertauscht und 
die Inlegralionen dadiircli ausführt, dass man erst die Formel (6) 
für h-^ OB stall h in Anwendung bringt , und die noch übrige Inte- 
gration nacli X mittelst der Fundameotalformel der GammafunktioneD 
ToUeDdeC Ueberfaaopl hat man im AUgemeinea 



^ ^ ^ A 

.... du 



(7) 



igg 1 1_ I 

^ * («+*r («+*/ 



wobei nicht zu vergessen ist, dass A» A-, o, 6, ... sämmllicb posi- 
live Grösseo seia müssen. 

Bieraus Iftsst sich eine ferner« Formel dadurch ableiten, dass 
man eine der Grössen m, «, f , etc. wieder aJa Verftoderliche an- 
sieht und in Besag auf dieselbe differeniirt oder inlegrirt Sei etwa 
y eine jener Grössen und u eine von den Zahlen n, ^> e* m 

erhält man durch Multiplikation mit ^ und Integralion iwischeu 

den Gränzen y = (S , y = od : 

ScUfimilch , Analyt. äludien. lt. S 
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* («H-idr (d+itt)" («+ 



.AI 



Kehrl mau auf der iaiken Seile die liUegrationsordnung um uud 
bestimmt datin diu Werlhe der beiderseits voi kunimendeD Integrale 
mittelst der Formel 



•0 ergiebt sich auf der Stelle 



/ 



« 1 



- — ^ du 



(8) 



• 1 



Verfihrt man hier wieder so, indem man unter den Zahlen 

a, 6, c, ... irgend eine ^ und unter m, n, ... etwa % aushebt, 
^ 1 

mit s dJt multipHzirt und zwischen z=sO, fssoo integrirt, so 
erbftlt man eine gani Abnlicbe Formel, in welcher zwei logaritlimische 
Faktoren Torkommen. Und so flbenengl man sich überhaupt leicht 
Ton der Richtigkeit der allgemeinen Gleichung: 
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r 

1 1 



« • « - — 



ne 1 1 1 



welche wegen der vielen in ihr enthalleneii wiiikührliclien CoDStanlea 
zahlreiche Spezialisirungcn zuius^t. 



S- IS. 

Eine fernere Anwendung der Theoreme 

jr* cos fm , » — 

X 

grdndet steh auf den folgenden sehr einfachen Gedankengang. — Kennt 
man eine Funktion F(x)^ welche sich wenigstens für alle innerhalb 
eines gewissen Intenrailes liegenden Werlbe von mittebt Mac 
Laurin's Theorem, in eme Reibe von der Form 

F(x) =s A -i- Bj: + Cx^ Dx* + (3) 
verwanddD laset, so ist es uicht schwer, die Summen der Reihen 

A + Uroottf + O*cof 2ai + Ar'eofSif + ... 
+ Brunu + Cr* sin 2u + dnZu + • . • 

worin r den nämlichen Bedingungen wie frfdier x unlerHegt, ausfindig 
zu machen. Setzt man la Nr. (3) r^cosu-^iiinu) für x, indem i 
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die Stelle Yon / — 1 Terlritt, imd zerlegt jetzt F(s) in eeiae reelle 
aod imagüiire Partie dergestalt, dasa 

F[r(eotu + itmu)] »s <2>(r, u) + « ^(r, u) (4) 

ist, 80 erbält man auf <1ci Stelle aas der VergleichuDg der reellen und 
Imaginftren Bestandüieiie der nunmehrigen Gleichung 

0(r,u) = A + lircosu -i- Cr*cos2u I 



Man Übersicht nun gleich, dass, wenn man die erste dies^ 
Gleichungen mit , die xweile mit Ji^^^^t multiplizirt und 

darauf zwischen den Gränzen ?/ = (), u=x> integrirt, sich jeile der 
Integrationen auf der rechten Seite ausführen lässt, iiuiein nian der 
Reihe nach in Formel (1) 6 = 0, 1, 2, 3, elc. und in Nr. (2) 
6=1, 2, 3, etc. setzt. Auf diese Weise ergiebt sich ohne die min- 
deste Schwierigkeit 



Die auf der jedesmaligen recbteu Seite vorkommenden Reiben 

sind nach Formel (3) selbst wieder summirbar, indem man dort r« ' 
l&r X sttbstituirt und bemerkt, da8SilsF(0) ist« Demnach kana 
man jetzt die heidea Theoreme aulstellen: 
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/«^^*-i(F(rr-)-F(0)). .>0. .(7) 
o 

wobei nicht zu vergessen ist, dass die Funktionea F, <2>, V durch 
die Gleichiuig (4) mit einander liirt sind und aasserdem das Mac 
Laurin'sche Theorem auf F(s) anwendbar aein muss. Man Itann 
za den obigen awei Theoremen gleich noch ein drittes stellen, wenn 
man die Formel (7) f&r assO speiialisirt und sie selbst Ton ihrem 
speziellen Falle 

snbtralurt; man findet so 

Es ist nichts leichter, als hierzu Beispiele zu geben. MmtrU 

man etwa / (.r) =s i(l + x) , weiche Funktion für 1^«^ — 1 in 
eine miendUche Polenzenreihe Tei'wandelbar ist, so wird 

/[l r(cosH H- iriinuj^ 
^ l/(l + 2rco«i + r») + iJrcian ^^^^ 

und folglicli 

^^^y U u=^-^l(l + Te ), l>r>-l, (9) 

f4^Arei^^^l!L.^'lii + rT\ l>r>~l. (10) 
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Bemerkeiiswerth ist noch eine Vorsicht, welche man an den 
GrSnien rsj^l der Gültigkeit dieser Formeln lu beachten hat. So 
ift rar rB+ 1, 



u Aretan (tau Ä«) . » , /, . — 



aher man darf sicli hinr nicht einfallen lassen, '2l(2cos^u) für l{2cos^u}* 
und 4" für Ar(ttiu(lan^u) scliroiben zu wollen. Die ersten beiden 
Funktionen sind nämlich blos so lange identisch, als cos^h positiv 
bleibt, also von n — — n bis m = + tt, darüber hinnus wird 2 /(2c'oä^m) 
stcllcnwcis imaginär, wahrend l^icosUif immer reell bleibt. Ebenso 
fallen die Funktionen {u und Arvtan {tan \u) nur von ttsss — n bis 
KB 4- 37 zusammen» für »>>n dagegen tritt in der zweiten ein 

TT 

periodischer Zeichenwecb^el und eine Oscillation zwischen -f- und 

— ein, während die erste immer wächst und ihr Vorzeichen nie 
Sndert. Ganz ähnliche Bemerkungen treffen den Fall ras — 1. — 
Nimmt man in der Formel (9) r = — , wo nun f >> 1 ist, so wird 

+ a ^ * Q ' 

und wenn man die einzelnen Bestaodlheile des Integrales links trennt 
und wieder r fflr ^ sdireibt 



/(l + arcatn + r') , n ,, , ^, 
, + -''^ = -'(' + « ). '>1. 

Hier siebt man a posteriori, dass die Formel (0) nicht für r>» I 
gelten kann, mdem der Werth des Integrales in diesem Falle ein 
anderer ist, als för r<;l. 
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Alf iweites Beispiel fikr die Anwendung der Theorame (6), (7) 
and (8) diene die Annahme 

wo nun 1 > > — 1 sein muss, weil nur unter dieser Bedin- 
gung der Ausdruck in eine Potenzenreihe verwandelbar ist. Hier 
wird nun 

1 1 -f- « . w 

— t 



1 4- r(cotu + itinu) 1 4* 2'* cotu -j- r* l-^ 2r coiu 
und fol^ich 



I 1 -h rcoKji du 1 t 

r+2r cos iT+V' ' a^-i-u" ~ 2a , ^ V") 
• T 1+re 



(12) 



Der Gränzfal! r = + 1 bedai 1 hier noch einer Ijesonderen Unter- 
suchung ; da nämjich die Gleichungen 

14-** tt 

fss 1 — r CO« M 4- r* CO* 2ii — r' coi 3« 4" • • • • 

. V r sin H 

=s r<niti — r's&i2it 4- i^^wSk — 

flkr rB:4: 1 ihre Galligkeit verlieren, so ist man offenbar nicht be- 
rechtigt, die Formeln (11) und (12) für diesen Fall in Anspruch zu 
nehmen. Man hilft sich daun sehr einfach auf folgende Weise. Sei 
etwa rs 4- 1» so ist: 
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«tMif — <iii2if + *Äi3ii — .... + thtnm 



u 



•01(2«+!) 2" 



II 

wovon man sich leicht durch heiderseilige MuJtipliluiUon mit 2cos 

u 

Qbeneugen kann. Durch Zusetsoug des Faktors lole- 

gratioa jedes einzeluea Gliedes ei^iebi sich hieraus 

„ 1^-« —2« —3« —««1 
-gje — e +e —... + « j 

/P sin k ~ 

wobei A; zur Abkürzung für 2f/-f 1 (Ht iu. Lässt man nun n und 
ebenso A; ins Unendliche wachsen, so wird 



n r— « —2« _ 3tf , 

-g-l« — « 4"^ ...Mt Wl/ll 



H 0 

"5 



•2 « 
1+ « 

Setzt man in dem «weiten Integraie links tis2l und bringt noch 

deu l akLor ^^^i^*^ bituu, so ibl jeues lulcgral auch: 
**** » 



sin ki tln i At fU 



siHt eatt a* + Ai* 

9 
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und der Gränzwerlli hiervon ist die Wull, wie mau leicht mit Hülfe der 
Formel (10) iu §. 3 für 

^ . . sin t At 

' ^ ^ cos t tP^ 4? 

üoden wjrd. Es bleibt demuacb 

«rijir^A« = (13) 



Daa Nämliche ergiebt sich auch aus der Formel (12) für rssl, 
80 daas dieselbe noch io diesem Falle richtig bleibL Wemi es also 
.auch miricbiig gewesen wArCt schlechtweg 

Ilm |«^jtetr + <^8i»-f- inidu — .... 

tu setzen, so ist diese Substitution doch unter dem Integralzcicfaen 
erlaubt, weil der an sich nicht Terschwindende Rest der forstebenden 
> Reihe nach geschehener Integration sieh annullirt. Auf ähnliche 
Weise lasst sich zeigen, dass die Forrnel (12) auch für r =3= — 1 
gilt, während man dagegen in Nr. (11) r weder =»4- 1 noch sss — 1 
setzen darf. 

Eine gani analoge Bctracblung ist auf die 1 ormeln 

/^usinbu , n , 

——^du = — -^co»ab, a^O, (15) 

• ■ 

anwendbar und fährt zu zwei Theoremen, welche einige Admlichkeit 

mit den in (C) und (7) entwickelten haben. Für 

F(«) il + Ar + Gv* H- + 

8» 
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und 

0{r,u) n ii + Breoiu + C^eotStr + ... 
!F(r,ii) SS Brtinu + 0-*«n2i« + />r»im3u + ... 

•rgiebt sich oMUcb sehr leicht 

2a Brjfoa + C^äm%i + ) 

-3 — y j^r coj a + Cr* CO* 2a + Z)r* co* 3a + . . . J 
d. i. W€im •mui die Reiben rechts summiri 

f ''""=' 5 (''^*> + •>) • " > • • 

/ du = ^ (F(0) - a)). .>0 . (17) 

Für a s= 0 giebt die zweite Formel unter der Bemerkungf da» 
O(r,0)»3F(r) ist 

jrf^>d««^|;F(0)-F(r;) 

vDd zu diesen Theoremen wird man ebeneo leicht Beispiele finden, wie 
211 den vorigen* 
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Etwas allgemeinere Formein kann man noch erhalten, wenn man 
stall TOQ den Gleichungen (1) und (2) von den folgenden 



.oe 

cosuucosnu , n , ßm ^ — ^ — w« 



/iinuusinrm , n . ftM — ^m» 



* ueoiftu iinmt . , t*" , —f*\ — ' 



^ a» + i«» 4 



«mgefatv deren an die Bedingung ^ < n geknOpfie RichUglieit 
leicht dadordi xu erkennen ist, dass man die links ▼ortcommen- 

den Produkte goniometrischer Funktionen in Summen oder DiÜereiizen 
lerlegL 



$. 19. 

Der Nerr unserer im Torigen Paragraphen durcbgefiihrteir Belrach- 
tong liegt, wie man leicht bemerken wird, hanptsftchlich darin, daai 
die in den Gnindformdn (1) und (2), (14) und (15) vorkommende 
irillkübrlicfae 0>nstaDte b Terschiedene Werthe erhielt und daranf alle 
80 entstandenen Gleichungen addirt wurden, entweder nnmiUelbar, 
oder nach vorgängiger MulUplikation mit beliebigen constanten Fak- 
toren, wie Ay Br, O* etc. Der gute Erfolg dieser Manipu- 
lation musä um auffordern, eine ähnliche Rechnung in Bezug 
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auf die Constanlo a durcbzufiihreii , was in der Tliat keine ächwieng- 
keilcn macbU 

Sdireibeii wir z. B. in der Formel (6) des §. Ö u für a, w lür jc 
und multipliziren die sp euisUDÜene Gkichung 

n e + g 

"2" ~nü _«« 
e — « 

mit i/^/ , so erhellt anf der Stelle , dass sich jedes Glied der 

Reihe rechts zwischen den Gräiizen « = 0 und m = oo integnren läsat, 
sobald man dio F a niel (2) des vorigen Paragraphen für a=0,l,2, ... 
in Anspruch nimmU Man findet nämlich 



^ ^ - - sin 6u dm 
e — e 



n r _26 _3» 

= Y(i — + €o*2«# — eatZm9 + ....I 

wohei sich die Reihe anf der rechten Seite nach der bekannten 
Formel 

} — rcasm + r*eof2«» ^ r'cotSai + 



sumiüirea iassl. Man erhall so ohne Schwierigk^: 
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/ 



Ä>0, — 



(1) 



Zu dnem ganz analogen Resultate gelangt man dardi ibnlicfae 
Behandlung der fflr ff>-ctf>» — ji geltenden GJeichung 



mm 

n € — e 



2 «■ —Alf 

e — e 



• • • • 



1 1 1 

^velclic mit Nr. (11) in §. 6 idenliscb ist. Muitiplizirt man nämlich 
mit cosöudu, integrirt liicrnur zwischen den Gränzen u = 0, u = oo 
und bestimmt die Wertbe der einzelnen Integrale icchls nach For- 
mel (1) des vorigen Paragraphen, indem man asl» 2, 3, nimmt, 
so wird 



/i' mm - 
i e — e 

U e — € 



T* I — - CO« bu du 
I Uli _»« 



as Uin »0 — «in 2ap e + ftii 3a» e *~ • . . J 

und durch Summirung der Reihe rechts 



p mm 

J 

y e — e 



COS bu du = 



mm — ^«11 b _ 



e + 2c<Mcii + e / ('^) 



Als spezieUe FÜle der Formeh (1) und (2) sind bemerkens- 
Werth: 
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1) FQr «»0 ans (1) 



/ 



sin bii du , 6 — * 



0 



ferner f&r «sn, 



«/ e — e 



— sinOudu = 4 'W"^" H' *>Ö' 

.im ^ i» —4* 

e — « 



und wenn man hiervon die vorige Gleichung doppelt genommen sub- 
trahirt, 8o findet man noch 



Inn ^imu ^ 



2) Nimmt man in der Formel (2) y so wird 



ctn bu du 



f»^"^r^ .+. 



— iff» 6 ^a I = X r 



Der soeben ausgesprochene Gedanke lässt sich noch etwas weiter 
ausfähren nod liefert dann die Werlbe der allgemeineren Integrale 



und 



0>M wU 

e — e cosbu 

du . (b) 



nm ^nm ä* + 
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e e 

nu nn 

e — e 



die vorhin benatzle Reibe, so xerflflllt das io Rede stehende Inte- 
gral (7) in: 

1 r tin bu du w C u sin bu du 

T _ 



Jr u sin bu du 



Jedes eiotelDe Integral auf der rechten Seite l&ist rieh leiebt 
▼erwerthen, wenn man bemerkt, daas ihre allgemeine Form 



u sin bu du 

^ («■+«•) 0.>+iO 



1 n ^1» . 



»t, woraas man sogleich findet: 



r, 

f 



e — e 



1 cot» |i* — 



+ 
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wobei die Bediogang n^w^ — n tu berfletcrichtigen ist Zur toU- 
stSndigen Angabe des Integrales links wQrde nun noch die Sanraiirung 
der rechts Yorkommcnden licihe gcliürcn, was aber nicht immer aus- 
führbar ist Mit Leichtigkeit lässt sich diese Siimmirung nur in einigen 
speziellen Fällen bewerkstelligen, welche daher näher betrachtet werden 
mögen. 

Für ^ sss 1 findet man zunächst 



/ 



PC 

MB .mii 

€ + siti fni _ 

HU —nu 14-«* 

e — e 



J (1 — « ) — tinw-^ e 



27r(- — > 



— i /COS 1(ö cos ^fi) ros iti) V 

/ — ^ cot 2m — a cos^to , — cos 4(a ^ 



Sbn Obersieht anf der Stelle, dass es bier blos auf die Snmaiiniiig 
einer Reihe von der Form 

r* cot 2a> r' cos 3w r* cos 4o» 

"TTä 'ZTV "375 '<^» 

ankommt, die sich Idcbt in folgender Weise ausföhren lässt. Es ist 
bekanniiich: 
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,^ r cot m r' ros 2w r' co5 3«» 
^ 1(1 + 2r co5(ü + r') = — | ^ + — 3 * • • • 

rHnm r sinnt r*«n2w r'«w3« 
Arctan ■= — . ^ — = — — s + » — . . . . 

wobei wir die links TorkommendeD Fonlitioneii fur Ablifirzang mit 
9(r, tü)y %f/(r, u>) bezeichnen wollen. Man findet jetzt sdir leicht 



• • • « 



ff (r, w) Costa + V (Tt ^) w 
r €0f ft) 1^ 2r() cos 3ai 

r cos 2<a r* cos 3 fei r * cos 4m 
~l 2~ + 3 



Moltiplizirt man die erste Gleichung mit die zweite mit r 

uüü zieht jene von dieser ab, so wird 

1^ cot 2m . cot 3m r*co»4«» 
a — l-i' ireotm g + — j g + .... 

r* coi 2(1) r* coi 3tü r* roA- 4m 

i 2 — "* 3 "** 

und hieraus ergiebt sich gleich 



cos 2q) r' co5 »iw , r* coi 4«» 
^ "173 274" 3.5 

ScUiaUcii, Analyt. ijtitiiien. H. 



« ■ * 
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— » 

Setzt man hier einmal r=l mul ilann r = e .so erhält man 
die Summen der unter Nr. (10) in Parenthese stehenden Reiben, und 
wenn man sich endlich an die Bedeutungen von ^{r, «»)» y/(r, m) 
erinoert, so ergiebt sich: 



/ 



— w 1 4-u' 
e — € 



KS — ^(bco»w+ wtinu)e 

-f- ^ (c — e ) cos (0 . l{i -i" 2 # cos w -f- e \ 
Hh i (« 4" * ) smu . Arctan 



b 

e + CO* w 



Durch Spezialisirungen von w oder Differenziation naeb k lassen 
sich hieraus noch zahlreiche andere Formeln ableiten; da der Necba- 
nismus dieses Verfahrens sehr leicht ist, so brauchen wir ihn nicht 
niher anzugeben. 

Hat fi in der Gleichung (0) einen gebrochenen WerlU, so sdbreibe 
man sie in der Form 



du 



1 / 1 , i" ^"05 (0 II COS '2(0 \ ■ 

7 p-^— ^^^^ + 

1 — • «MW CO* 2w 



and summire die erste der Reihen rechts nach Formel (2) in 6, es 
wird dann: 



Digitized by Google 

I 



Die Fonriei^Mlwa htogral«. 191 



r 

ff nu — n*t fi* 2f4.smfin 



e + c sin bu , n cos fno — /»♦ 

dtt « — 5- V — e 



Uier ist der Fall = ! bemerkenswerüi, für welchen 



/WM 
7 



e 0 sin bu — i* 

^ du SS — n0 cos^ui 



b n 



ff cos w c cos 2<u « CO* 3w • 

+ « + 4 ^-^^ + 

wird, was sich noch hesser gestaltet, wenn man ^« für «, 26 und 2» 

für b und ai setzt, wodurch die Gleichung folgende Gestalt an- 
uknmt: 



/ 



e + « sin bu , « — • 



- i»« 1-1-«« 2 

+ * + ' t— Tä 3.8- + -^6.7 

Dm difl Aeih« 

(r* ro5 'Ita r* co* 4ftf r* cos Gfo 1 

* + \"7Ta äT5~ + 5.7 f 

zu suuililiren, veiialiren wir hier gani ähnlich wie vorhhi; behaften 
näailich f (r, w) und y ('i die bereits angegebenen Bedeutungen , so 
ist wie früher 

r r* CO« w r* co« 2a; cos ^to 
— -f — + — 3 4 *** •••• 
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Nimmt man hierin r negaÜT, anblrahiri die so eniatebend« neue 
Gleicfanng von der yoratebenden, so folgt nach Difiaioil mit 2r 

1 1 

« 1 + — 3 + g h ^? + 

und wenn man — # für a» schreibt 

r* cos 2ft» . r* co« 4ai r* co* 6« . 
«I 5 — + K !y + cm 



Ferner ist wieder wie schon firäher 

9>(r,a»)eoia» — y/(rtm)tm» 
reo* 2q» cos So» cq5 4f<; 

Nimmt man hierin r negati?, sublrahirt die entotehende neue 

r 

Gleichung vou der alten und luulUpiizirt darauf mit so wird 

Y (</ (f, «y) — r, w)] cot« — '5-(v(''» — V'C 
r* cos 2(0 r* cos i(0 . r* cos Qro 



• • • • 



oder wenn man ^ ^^'^ 
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T (»"» ^ — — V(— ^ y — 
« j— + —3— ß + .... (U) 

Sublralurl man endlich Nr. (14; von Nr« (13), so erhalt man 

womit die fragliche Reihe eumoiiit ist Man kann dabei noch be- 
merken, das«, Termöge der bekaonten Formelo 

Arctan a + Arctan ß = Arcian ^ 

1 — aß 

die eingeklammerten Funküonendifferenzcn folgende Formen annehmen: 

r 
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SeUt man enülich r=e , so giebl die Gleichung (12) 



I {nu —Im' 1 + 11» 



du 



n — * 



6 -h t 

. 1 / * • H- 2*wft. + e \ ) (15) 
H-^^e+« jcofw. Arctan — j — ^ 



woraus sich wieder duroh Speiialtslrungen von oder Diflerenziation 
nach 6 verschiedene andere Formeln ableiten Hessen. 

II. Ein ganz ähnliches Verfahren ist auf das untflr Nr. (8) ver- 
Kcrclmete fiito^ial anwendbar; indem man, wie sdioo früher, die ge~ 
brochcne (unklion 

e — e 



c — e 



in eine Reihe verwandelt, was fAr fr^w>>^it erlaubt ist, redusiri 
sich dasselbe auf 

2 cos Im flu 2 - « <-*oi &ii du 
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wobei man jedes einiebie Glied leiclit iDtegriren lianD. Es ist nftmlidi 

cos bu d» 



^ («•+«») (^i'+fi«) 



8s -T-i — 5 / [-^. — ^ ^\ — i] etfbmdit 

n 1 / 1 — ^* 1 — «*\ 

und mithia unter BerQcksichligung der rorheigchenden Scblfisse 



— e cos bu . 



e — « 



-t"J-2^^^' -4' ) + ••■■ 

und bkr glücki es ebenfalls in den Fällen ^=sl und die 
Reihen rechts zu suramiren. Zu den Resultaten, welche man auf diese 
Weise findet, kann man flbrigens auch noch auf anderem Wege ge- 
langen, indem man ?on den onler Nr. I entwickelten Formeln ausgdit* 
Sei nämlich 



/ 



• (utr utt 

IM —an ^»^ti" \ f # 



SO erblilt man durch zwei DifTerenziationcn , von denen die eine sich 
.auf b und die andere auf u) bezieht, 



/ 



vu an 

e — e ^eosbn ^ F(b, w) 
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oder wegen 



durch iDtegration der elnzeliieii Tfaeile 



j^gg — ■ — - ' ■ ■ 

Bestimmt man den Worth des ersten lotegraieft nach Formel (2), 
so wird jeUt nach Division mit ft? 



/ 



.oc 

«» mm 

e — e CO« Ott, 1 änm 



« — t « +2co«oi4-e 



wobei 9* ^ w ^ — n sein rauss. In den Fällen /« sss 1 , ^ s | läset 
sich nun nach dem Fröheren die Form von F(6, m) angeben and 
also auch die DilTerenziation nach b und o» ausfiibren. Man findet 
durch diese mehr langweilige als beschwerliche Rechauog für fisi 



I ^n« ^ 1-1- M« 



e cos bu , 

UM 



sss |(ostn a» — 0» oositf) e 

-ft(«+« )smi»./(l + 2e cw» + 0 ) ^ 
— <! (« — e ) cotm , ArctoH-y 
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und für 



-4(«+« }«w«.l(-j-l^ ^^^) >(17) 

e — 2jtiiei + e 



e — e 



Bemerkenswerth sind hier die Spezialiäiruogen 6 = 0, id ■= 
in (16) und w= — in Nr. (17); man erhält durch sie 



t/ <? .+ « 



Kehron wir von tlcm irulion Detai! analytischrr Entwickelungcn, 
welches die einfachsten beispiclc zu den Theuremcn Foinicr's dar- 
boten, wieder zu dem letzteren zurüek, und fassen nur die allgemeine 
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Form desselben ins Auge, so finden wir das Ki^enthüniliche jener 
Sätze hauptsächlich darin, dass das Kesultat zweier aufeinander fol- 
genden- und eine willkübrliche Funktion enthaltenden Integrationen in 
einer sehr einfachen Weise mit eben jener beliebigen Funktion m» 
laminenhflngt, wodurch man in den Stand geeetit wird, den Gesammt- 
effeki jener Integrationen gleich im Vonos angeben ta können. Die 
analjtiachea YorÜieUe, welche itch an eine derartige Gleichung knflpfen» 
müssen uns nun, wenn wir die Sprache der Analysb recht verstehen, 
eme Anifordcrung inr weiteren Untersuchung derartiger Betiehongen 
sein, und In der Tbat ist auch das Theorem Fourier*s nidit das 
emijge Beispiel, in welchem sich mehrikche Integrationen gegenseitig 
so weit, wenigstens tbeilweis, aulbd^en, dass man flir Endresultat leicht 
a priori hinstellen kann. Ton besonderem Interesse sind uns in dieser 
UüLksicht noch zwei TheorLinc, von denen das eine gewissennassen 
ein Analogon zum Fo uri c r 'sehen Salze hildet, und das andere sich 
durch seine algebraisclie Fnmi auszeiclniet. Auf das erste, aiit wel- 
chem wir uns zunächst beschäfitgen, kommt man divch den sebr nahe- 
liegenden Versuch, die Wertlie der Integrale 



welche den in §. 10 unter 1 und II betrachteten ganz analog gebildet 
sind, sn bestimmen. Es würde durchaus keine Schwierigkeiten machen, 
diesen Gedanken ganz in derselben Weise aussuffihren, wie es in 
§. 10 mit den dortigen Formeln geschah; man brauchte ni diesem 
Zwedte dit rorstehenilen Integrale nur als die Grinawerih« mi he- 
traditen, welchen sidi Iftr unendlipli waohsendf k die folgenden 
beiden: 




(I) 



und 
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lOhtxn ittd in dieM die Ordniing der lategratioaen lunMkebrM« 
worauf meo zw Aowendimg der Theoreme des §. 3 Gelegffibfit fliidte 
wArde; es giebt aber nodi elnea einfadiereii Weg, der darin bealehc, 
dasa man die Fnoktionen ite «9 und mtr^ durch bestimmte Integrale 

auadrAdtr, was mit Hflife der Formeln (5) und (6) in §. 15 gescliehen 

kann, wenn man stau a, jr, u darin u, also 



dt (3) 



et 

- 2 r t sin ut - 

„»u9 -J-^^dl (4) 

aelit, wo ^ and u eonalaiil in Beaug auf die Intagralion nach t sind. 
Dnrcb SubatiUiUon von (3) In (1) g^t dat fragliche PoppaHnlagrai 
Ikber In daa drelfiiclie 

wciclies sich durcti Verlauscbung der loiegrationen nach I und & toi- 
gendermassen gestaltet: 



Setzen wir xnr AbhQnung 
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so isl nach dem Fourier'scfaen Thfloreme das Integral in (5) 

2 * /** 

du I coitUdtfii) =s /•(x) 

folglich wenn wii- den Weilh von f(x) analog dem von /*(<) hin- 
scbreibeo und das Kadresultai mit der ursprüugüchen Form (1) ia eine 
Cileidiiuig seUcii 

Substituircu wir ebenso die Gleichung (4) in (2), so geht das 
Jetstere 0oppelintegral Ober in 

— / tinsudu J Fi^)d»'^ J Jf^'« 

SB. ^ j iinxudu J dnvtdi J ^ 
uro wir zur Abkfirauig 

seUen wallen. Es ist dann 

— ^ f tinoMdu nnuidim = — A«) 
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imd folgiidi mit Ueztehimg auf die ursprüügiidie Vorm 

q , 9C O 

Schreibt man endlich iu den Gleichungen (0) imd (0*) f und I 
ffir F und ^ , so wird 



J^^M^dt s tinituäu f{f)eotiddt 



(7) 



(8) 



und Uiess sind die beiden Formeln, welche einige Analogie zu den 
Fourier 'sehen Theoremen besitzen* 

Zieht man die ober« Gieichung Ton der unteren ab, so ergiebt 
sieb nocb 



und diese Pomel kann in Verbindong mit dem Fourier *sdien aur 

Verwertbung des doppelten Integrales 



worin i^yf — 1 ist, benutzt werden. Der yorstehendc Ausdruck ist 
nämiicb 

e f{l)tU 



sss J du J^COiU(/K — i)fit)dt 



+ • y </u tmuia^—t)fit)dl 



4 



üigitizeü by VoüOgle 
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und s\enri man im ersten Integrale costtix — t) aerlegl und dabei 
den Fo urier 'sehen Sau auwendelt &o finde! sich untar Sordck- 
iicbligiiQg der Gleidiung (9) 



(10) 



wobei aber ß^x^a sein rouss, weit sonst der reelle BesUndlheil 
•ich annullirt, wie schon früher gexeigt wurde. 

Eijieft der eiufacbsteo Beispiele für die unter (7) und (Sj aas- 

gesprochenen Theoreme bildet die Aanahnte f{x) e~ , es wird 
dsAD für «sbb6, AisiO, ß = »^ 

. tflt -at neos hu, 

rh dt f a shi bit , 

• a ■ 



Die Integrale auf der .liniien Seite gehören unter die Zahl der- 
jenigen« welche sich mit Hälfe des Integrallogarithmns Torwerfhen 
lais«D; oelMn wir nimlich in der Definition dieser Tratsio«- 
denlen: 

s = «*^*~'^, SO wird dt=z — e*^**"*' a rff, li = a(b — I) 
lind an die Stelle der Gräozeo t^Pt isssO treten tu Bexug auf 
die neuen (bO, tasoo. 

Hierdurch ergiebt aicb: 
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oder durdi Yeruiucbiiog der Grjoizen 

Z'ä^" -•"**«<•"*)• <»») 

SuDStituirt iiian dagogen p = e und 2^e , so liadet 

man ebenso ieight 

dt — «# •* 



r tit — «/— •*v 
7 5+1* > 



oder 



A(e ). (14) 

Die balbe DifTeretis und die halbe Summe der Gleichungen (13) 
und (14) geben: 

,e « i[e A(# ) + f )j (lö) 

und die Gleicbungen (12) und (11) gehen jetzt in die folgenden über 

^<Cm»s^||^> Ä(e ) + e /i(e )J (18) 
welcbe 4ie Analoga 2u den Fonniln (1) ipnd (2) des §.14 bilden. 
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S. 21. 

Es giebt übrigens noch eine zweite Metbode um die OieicfauDgen 
(17) und (18) aus den beiden rorfaergehenden abzuleiten, and die, 
wenn auch auf einem aehr gewöhnlichen KnnstgrilTe beruhend, doch 
dadurch bemerkenswertfa ist, daas man sie zur EHldechnng IhnÜcher 
Aesnitate benutzen kann. 

Ycrlauscbl man nämlich in der GlcicbuDg (15) a und 0 gegen- 
einander, wodurch sich der Werth des Integrales nicht ändert, und 
bemerkt, daaa 

ist, so wird 

ndt -ht 2 atlt Cousin hu , 

nnd durch Umkehrung der Integrationsordnung 

^ f ... f rf< 

n («* — O («* + 0 

Der Werth des nach I genommenen Integrales ist aber 

_ m 1 

iiiiiliin giehl das fragliche integral in seiner ersten und IcUien 
Form 

was mit den Gleichungen (15) und (17) des vorigen Pamgraphen 
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ObereiiiBtminiL Beidenetiige Differensiatioa Mcb 6 bringt noch di« 
Glekbiung 

lam Voneheia, die mit den Formeln (lö) und (18) identisch ist. 
Weiter darf man aber mit der Differenaiation nach b nicht gehen, 
weil sonst die integrale auf der rechten Seite unbestimmt werden. 

Nimmt man dagegen in dem Integrale 

/adt -*# 

die Stthstitiitioo 

— i* 2* r* cos hu , 
e = — / TT , a ^« 



for, ao Terwandelt aich dasselbe der Reihe nach in 



wobei der Werth, des nach I geuommenui Integrales 



II* 



ist; man erbiJt auf diese Wdae 



ScUlaOdb. Aii«l]rt.8t«4lm. II. 10 



(3) 
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vaA imnä DüerennatiiMi nach b 

Diese Fonneln sind nicht weniger bemerkcnswerth als die ihneo 
analogen in (I) luiJ (2), weil man hier, wie dort, den Werth der 
jedesmaligen linken Seite mit UQlfe des iiuegraliogaritbrnus angeben 
kann. 

Eine ganz ahiilicbe Reduktion lässt sich auf das Integral 

a dt -*i 

anweodco und tSUui xu ebenfalls mCeresaanten Formeln« Vermdfe 
der selion in Anlange dieses Paragraphen benaUten Snbstilution ist 
nftmücfa dasselbe 

^nj ir^J Fn?* 

wobei der Werth des naeh i g^noramenen Integrales 

ist; stellt man daher die erste un^ letsie.Form des Integrales in eine 
Gleichung» so lautet dieselbe 

Eine DilTerenziation nacli dari bi«r nicht ausgeiührt werden. 
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wuX ama dtdurok auf da», kämm antdibafin Wwtfi iMbende, la- 
lagni. 

/\cosöu , , . acosfm . 
— ; — otf a I cosbuäu — / 1 du 

• ' • • • 

koniinen würde. 

— w 

Ferner ist vermöge der sweiien fQr e gelroflenen Subslitulion 



fder 



a dt — 1< 
e 



2 r* / dt 



2 1 acosbu,fa\ , .-^ 



.«•+'" 

und durch Diffennuiatien nscfa 6 

Man flberwebl wui M der Stelle, daaa die Werllw aller in den 

Gleichungen (5), (6) und (7) vorkommenden Integrale leicht anzugeben 
waren, weiiii niii) (Jen >VerlIi von irgend einem derselben entwickeln 
könnte; dicss auszuiuliien unterließet aber durchaus keiucii Schwierig- 
keiten , da das auf der rechten Seite von (5) vorkommende Integral 
80 einlach ist, dass c& sich leicht auf seine ieiaten Bestandtbeüe redo- 
ziren lässt. Diese letiten fiestandtheile sind eigenthümliche Traos- 
scendenten, so welchen man auf folgende Weise gelangt Nach einer 
sehr bekannten Formel bt 

U{e'') « C + 4/(10*) + iy + i^-^ + .... 
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worin C die vou Mascheroni und Söldner zu 0.5772156 ... 
bestimmte Constante bedeatet. Fübrea wir jeut eine neue Tiios- 
scendente Ei(w) der Art ein, dass 

£»(«,)=, C + «/K) + ly + 4^ + (8) 

ist, so erhellt auf der SteUe, dass fSar alle reelleo tp diese TVans- 
seendente mit U{e^) zusanuneiiftllt, f&r imaginlre » dagegeo dsTon 

verscliieden ist. Schreibt man z. B. wy/^ — 1 für to, so wird ^ 
imagiuär, wälireud reell blciLl und 

miw—i) - c + 1««') - + ^rrwn - •••• 
+ /-i[iT-irT:3 + tdr:5- -l 

herauskommt. Selzen wir nun 

a(») = c + ii(fo') - + aTVi ~ ••• 
«(«) - i ^ - 4x^73 + { i-J^ - ... (10) 

50 besteht zwischen unseren drei TVansscendenteD £t(tc), O(<o) und 

51 (to) die UuiüUou 

£;i(uj/~l) = aiw) + (11) 
welche der bekannleu Uluidiung 

6 a eof 10 V ~ 1 im tP 

völlig analog ist und es rocIitfcrtigcMi mag, wenn wir /w(fr) die 
lutegruickponculielle, Ct(io) den In tegralco siuus und iii(u>) 
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deo Integral 8 inos von i»lieBii«ii. Asf die letiten bdta Funkliooen 
li88t sich nun das Iniegral 



X 



welches von dein in Nr. (5) vorkommenden nur wenig dUferirt, millelst 

folgender Schlipse reduziren. 

Man Mise soniUdist 

SB — 1 

r 

80 enupredien den Werthen «bO, «bco die neuen Grinien 
ts=Y^ zaa« lind man erbSlt 



rsin z - ,1 cos z , 



(W) 



Mmi hat nun weiter 



2 »1.2.a^ 51.2^6 



= Y - Ä O')i (13) 
ferner: 
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löü *• • Cbf. H. 

odor AmA Ztfilfl|uiig des IniMllas Oys^HiObMliiiuillbf 
Im «weilen lolegrele 

r cosz , f eotx , r ih 

Jf—'^'^J —'^-J T 

Die Differenz der ersten beiden Integrale ist nun offenbar eine 
blose Zabl, die wir — K nennett ««Uen, der Werth des dritten 
Integrales ist ^/(x*) und der des Tierten ergtebt sich durch Reiheii- 
«erwtndluflg, so düs 

Die bisher noch unbeslimml gebliebene Constanle K besünunt 
sieb iMbr leichi dadorcb, dass man in ihrer Definition 

f f coszth^ 

I 

statt ~ das Integral J 9 di substituirt; es wird dann ' 

sr f J^i^^ ^ ^ f cotzdz J^f'^dt 
und durch limltehning der Integrationsfelge 

J dt J^r'^di — J J e^' cosz dz 
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fvoftr DMD aneb sebnikaa kami . 



9 



iodein sich das erste Integral ans der ersten Parentbeae gegen das 
sweite Integral der tweiten bebt Der Wertb der ee»tea ZeOe ist 
aber der Tbeorie der Gammalbnktionen infolge aCsO. 6772100.., 
die andere ZeOe kann in der Fem 



dargestellt werden, woraus sich ibr Werth =0 findet, Diess zih 
saromen beweist, dass 1C=3 C, also Termuge der Gielcjinttg (14) bei 
te^en y " ' ' ' - ^ v ' 

J^S^fif - a(y) (15) 

isL $ob8litnb>en wir jetzt 'die unter (13) nnd (16) geTundenen Resnl- 
tale 1^ die Gleicbnng (12), so ergiebt sieb 



» I 



oder |re]^ mipt yos^, , \ 

|(16) 
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Hieran knöpren sieb uniniUelbar noch einige iotcressaBte Cense- 
qaemen. BerOcksicbtigl nan ntalich, daea 



ir 



iat, nie man leichl durcli Trtnapositioii des tweilen Integrales rechts 
findet nnd bestimmt die Werihe beider Integrale rechts, so wird 

J 5r!r?*'*' = CiiaO)siHak — Si(flA)va$üb. (17) 

Eine Difl'ereoziaüüu uach 6 unter der Bemerkung ausgeführt, dass 
dCi(w) co^v dXjw) rfn<p 

ist, giebt jetsl noch 

oc • • . . 

^ J^r^ ^ C»(a6)co«a6 -f- Si(ftb) sinab , (18) 

Vermfige der Gleicfanng (S) isl imn anch 



(19) 



4- -j-cwfl* 



und durch Differensiation nadi 6 

««« 



/tdt — »I 
e as; Ci {ab) COS ab <S((a^)fu<a6 



(20) 



womit^ zngleich die Werihe ^er in (6) und (7) vorkouimenden integrale 
gefunden sind. 
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Grap|»inii irir jetit lur leidilcrMi Uebflnkhi dwjesigen Farmdii, 
mkJie 108 den Scbematen 



entspringen, wtnii man für (piu) der Reihe nach, cosöuy sinOu^ e 
-seUt» 80 erhalten wir die folgenden sechs: 



(i cos bu , n 



8C 

/a CO* 6m j " 



Purch Differemialioa nach 6 ergeben aicti hieraus noch die fol- 

10» 
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m Cup. p. 

/Uiimlni . n ^* 



m 



+ «II a6 



/* u sin bu . jf . 



findiich kaon man vm^ge d«r ^aeicfanngcn (3) und (4) noch 
lunnttteUen: 



/a cos bu ,f a \ , n { _ ■r*' , v 

/unnbu fa\ , n — •* 



«beuso wegea (6) und (7): 
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— -j- «i/i . 



f. 22. 

Wir kommen nmi mMeran Yenprechoii der Entivickeliiiig eines 
«enen Boppelintegrales flir «ine iMliebige Fn&ktMNi aacb. Man gelangt 
tn im IragHciiett TfeMreme UMA durch folgande Bemerkungen. 

MultipUzirt man die deicbuDg 



mit dem Faklor 

du 



und inlegrirt darauf nach u airiacheii den GrittMii «aaO, «»co^ 
so wird 



/Ii* flu cosnt dt n utinnu . / » \* 



coina (!) 



und man kommt also durch gewisse doppelte Integration des Cosinus 
wieder auf einen Cosinus lurflck. IKeses Theorem lässt sich leicht 
▼eraflgemeineni, wenn man Toraussetst, dass ehie Funktion fix) be- 
kannt sei, die sich für alle x von jpaaO bis orsoo in eine Reihe 
von 4er f urui 

fix) a Aeoix -f BooM%c -f Ccot3^ ^ (S) 
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Torwandela lässt; es ist nämlich unter dieser VürausseUuag 

t 

u*du f Aeoii -f Beoilt + Cco$Zl -f- ... ^ 



2 

ivie man leicht durch lutegralion der einzelnen Glieder nach Nr. (1) 
für n=: 1 , 2, 3, . . . findet, und diese Gleichung reduzirt sich Ter- 
mj^ge der Bedeutung von fix) auf 



Die Voraussetzung, dass die Gleichung {^} für alle jc gdlGU 
solle, ist ober eine sehr bcsf Iniinkende, denn wir wissen ans den 
Untersuchungen des Cap. 1, dass Gleichungen von jener Form gewöhn- 
lieh nur für das IntervaU bis arasn Bestand haben, und es 

bleibt daher noeb die Frage ta crledigeo, oli das bemerkeDsiDeillM 
Resultat, was sich in der Formel (3) ausspricht, nicbt vieileicfas aDge- 
meinere Gdtuiig hat und von dem Bestelieii der Gleichmig (2), die 
m hier nur nm weiteren Forlkommen diente, gant unabhängig ist 
entscheidet sich sdir leicht anf folgende Weise. 



Jede Funktion f(9) Iftsst sich, so lange sie endfich und stetig 
Ueilit, unter der Form 

f(ai) 0 cotxüidatqj (w) (4) 
darstellen, denn sufolge des Fonrier'schen Theoremes genfigt es 

■ 

■ 

2 

V («) = -j^ y fif) cos üit dt 

zu ncbmen, nm so^eich die Richtigkeit jener Befaanplnn^ ^ci-editfer%t 
an sehen. Snbstitaircn ivir demnadi: 
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io das OoppeUntegnl 

SO gebt dasselbe in das dreifache 

über. Iiier versparen wir die Intf^ralion nacli w bis zuletzt, ohne die 
Aufeinanderfolge der Integrationen in Bezug auf t und u zu Mdreo» 
mid Hkrvhm «bo 



Ot Qt 



midi 



Aus Nr. (1) ergiebt sich nun für »sitf, dass der Werth des 
aadi I und ti genomiiiaMn Doppelfiitegral« « ) cm ms IsI, od 
demnach wird 



cot au 



8^ f^Md^ii)* 

d. i. nach Mr. (4) für asma, 

Ä-(^)V(«). 



Vergleichen wir die erste und letzte Form von S und schreiben 
s a, wobei die willkülirliche GriSssß x als Coüstante für die beiden 
nach u und I zu verhchUnden Integrationen figurirt, so ist jetzt ganz 
allgemein: 
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m 



und f(f) hier nur der einen Bedingung der Stetigkeit und EutUidikeit 
von t=sQ bis I = Qo unterworfen. 

Es Terdient noch besonders hmorgehoben so werden, dass man 

in dem doppelten Inu^r ilc nach t und u die Reihenfolge der lule- 
grationcn nicht scblechlhm umkeiiren darf, weil die Puniilioi) Ton I 
und », auf welche sich beide Integrationen beziehen, nämlich 



innerbalh dar Iiila|;ritioii8iiiterTalk'(««iO, la«» and mO, «ago 
euM Unteriirediiiiig der ContiomUt erleidet, und svar flir «svitaat«, 
wobei sie ingleicb unendlich wird. Die Unltehnrng iai nur crianbl, 
wenn man in D«n, was dabei lienRiakonmit, nlmüch 

noch denjenigen singiilären Werth des Integrales binzufügl, wei- 
cher der Stelle lssiis=:j; entspricht, und dieser Würth ist eben 

s 

Nmunt man bcispidsweis 




in dem Theoreme (6), so wird 



folgUdi: 
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1 



wie man auch auf anderem Wege finden kann. 



Die Formel (6) i«i noch dadurch einer Erweilerung fihig, daaa 
man beideraeita in Beiug auf ala onaMiingige VariaUe differenaren 
liann. Selsen wir nSmlich flDr den Aogenblidi s^emt, ao ergiebt sich 
dnrcfa «malige IHfferenaiation der Gleidimig 

leicbl die folgende - - 

- ^ l t^du I f''i)(Ji 

. (n+ 1) I. (■. - 1) (« - 2) /"^ (/T) 1 
und wenn man flir s wieder aeinen Werth einfahrt» 



f M^dn f /'(() <H 



^■^^ (i'K.. "(5-1) ' 



H {2.x) 



(a?) ^ > (7) 



■ri ! 
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worin bot Abkafmng IBr LS..« cKant Einei der eiaftchiteii 

Beispiele hierzu bildet die Annnhmn f{x) = e , wobei man den 
Werth des nach t genomnicoen Integrales leicht dadurch hadet, dase 
man erst Imor eetst, und dann die Formel 

in Anwendung bringt 



i. 23. 

Der lelztc endlich und vielleicht grossarügsle Gebrauch, den man 
▼on den Fourier'schen Formeln in der Gestalt, wie wir sie in den 
Sätzen (0) und (13) des 10. Paragraphen ausgesprochen haben, 
machen kann, besteht darin, dass man mit ihrer Hülfe eine Reihe 
vielfacher Integrale von sehr allgemeiner Form auf einfache oder 
höchstens doppelle Integrale zu reduiiren im Stande ist. Nach den 
in §. 10 entwickelten Lehren bildet nimlich das Integral 

Je 



^ J CO* au du J f{t) cot ut dt 



eine unaletige Fonktion der Grösse ir, da der WerA desselben f(a) 

oder Null ist, je nachdem o innerhalb oder atuserbalh des lotenrallee 

X biä X liegt, ao dass also 



-I" r eo$mtdm / f{t)€ot9itdi 



■al iet'mr ir>0>X 
und »0» iülr a>ii oder o^A. 

Es kann daher das forBlefaende Integral als allgemeuMD Diikonti- 
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nuitätsMitor dienen , und wenn wir sehen int eitlen TheHe die Vor- 
theile kennen gelernt haben, welciie der einfocbste aller derartigen 
Falltoren 



u 

t 



der sich lur /"((t)«!, 31 = 0, xs=l aus dem Vongen ergiebt, für 
die Reduktion vieUiicber Integrale darbot, so düifen wir hofTcn, Hfss 
luer die Ausbeute noch viel reicher ausfallen werde. In der Tbat 
scheint auch die Dirichiel'sclie Intqpntionsmelhode in Verbindung 
mü d«M PonrUr' sehen Tbeoreme der mftchlig^te Hebel IBr die 
Bewilligung dar Schwierigkeiten in sein« welche der Rednlilion Tiel- 
fiicher Integrale von allgemeinen Formen bisher entgegenstanden. Die 
LeiahlHiM und fiegans, mü wekhnr dioses: Verfahnn smA Kklö Ahif , 
«M man ans 4m Ib^ndon -Mspiden cnaliin. 



Wie l>flin«blMi »in^chfll das ineUiytte Integral 
S = ff f.. ah^^.. ' f (» + , + -) d» rf, ... (») 



in weldiem ft^ y, positi?e Gonstanten bedeuten, Ton denen« 
im Falle sie imaginär sind, wenigstens der rtelloBestandlhejI aU positiv 
vorausgeseut' wird, und sich die Integrationen auf alle diejenigen 
lediglieh positiven x, ... beiiefaen, welche der Bedmgung 

Genüge leisten. Bezeichnen wir zunScfast >ur Abkfiraung 

•inil s , so können wir statt der in (1) vorkommenden Funktion F{*) 
das Integral 



— / «offMifft 'f Fit^emnUdt 



substituiren, wofür wir passondert 

SdMaHcb, Aaalft. flftite II. 11 
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i e "'' du J^F(ß)eosutdi 



nehmen wollen « da eine Zerlegung des letzteres in zwei andere Ton 
u=: — QQ bis ti = 0 und us=Obist<=ao leicht dleldeutiiäC desseihen 
mit dem vorhergehenden erkennen lässt. £s ist jetzt 

... ••• / *'"'du j lXt)cena<lt 

und • hier ktanen wir die Integrationen von his^resoo, ysO 

big jfaso» II, e. f. eusdehnen, weil der für F(i) mMliiurle Faktor 
sieh annuUut, wenn nicht «^«^1 ist, also gani tod eelbel die 
Elemente des vielbdien Integrätos auseondert, welche jener, den Inte- 
grationen anfeileglen Bedingung nteht genfige& Kehren wir sogleicfa 
die Integrationaordunng 80 um, dase wir warnt naeh ;r, jf» s, ... 
und erst am Ende nach u und I hitegriren, so wird 

fr r /-I 1-1 -.(*r-|.ftr-|...) -w* 
J J J y ..«. ♦ ilxdy 



Sein nutt ftr s seinea Werth, so serfillt die btegrition nadi 
y, f , .. in das Mose Produkt der integrale 



Ton denen jedes einzehie nach der Formel: 
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beslimnit worden kann. E» wird jetzt 



I J ^^^F^^^^ (2) 

und iiiermil iäl das vielfache Integral (1) auf ein doppeltes reduziiL 



Es knüpft sich hieran noch tiM bemerkcnswerthe Consequeoz. 
Schreibt mau uämlicb in der so eben entwickelten Gleichung 



. « ff e F{i)dxdjf». 



r mdt f — ^!^^ — 

* Ji 5?^ (« + «0 OJ+w)*".. 
fiw, .. fär a, ß, und setzt us=nwf, so wird 

II».« y « F{i)dxdti 



Diese Gieichung multiplaiireii*wir mit 

integrirea daraAf nach ai zwischen den Glänzen am 0 und 
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w = aD; da auf der linken Seite to nur in der Eiponetitialgrösse vor- 
kommt, 80 erballen wir dorl ausser den integratiouen nach ^, etc. 
]io€b das lotegral 



I e dm 



r(/+ « + ...) 



+ + 



Auf die rechte Seite dagegen kommt in Bexug auf oi.Qocli das 
integral 



/ 



IQ Stoben, eo dus jetit die GleiVkung 



^JJ (» + «r + /!y+.^T, 



zum Vür&ciicia kommt. ScbreihL man das Doppelintegral recbts, ab- 
gesehen von seinem Coelti/iciUvu« iu der Form 

» rV(o- f ~4 ' - ■ 

*" (7)'+ «' (» + "■)' 0* + «""}" •• 



«rkeiiut man öogleicii, ilass »ich bicri 4ie . laiegralion. in hcLv% 
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aaf 9 auMireB lässt, wenn man die Ponne) (7) des §.17 für 
As Y in Anwendung bringt Dm Inlegral gebt niinUdi in 



(•+t) (-»+!) 



Ober. SchafTt man die Brüche im Nenner weg, so folgl jeUt 
Mr. (3) für ji>d; + y+.->^ 



reo r(mi .. /' ' F(f) fH 



(4) 



r(/+m . ,.,,^^v(^^.^) .... 



Mese bemerfcenswsrtbe Fermel entblUt unter Aodertm di^ in §. 19 
entwickelte Tbeorem Ten LlouTÜle, in se fem es flir Aat^, »bI 
und ^«1, ««^...bO, oder und F(fym» 

(1 -f- (| " dasselbe sum Vorschein bringt. * j 

Es lässt sieb aus der obigen Gleichung noch eine zweite ableiten» 
itt wekhBT eine geni beliebige Potent der Meee ^ «f« «or -f i% «f* . « 
voriLonrnM. fletsen wir Bimilcb » + r an die Mte v«|ii ^ md nr 
Ab4Anang 

multiplbiren darauf beiderseits mit r ^ dt und iritegriren nach t 
iwbtihcn den Minen vsO, chood, so konml auf die Unke Seite, 
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au&ger dop lategratioaea nach Wf WKä die iif4fNMlt ai 

•leben: 



die sich leidil auäfiUireii lüssl, wena uiau t = oL seUl, woüuräi 
dasselbe in 



fibeiigebt« vonnageietit, da^ |t<A ig|, weil aiiwerdeai des Inlegral 
unendlich werden wQrde. SabsUCniren whr diese nnd nehmen auf der 



tediten Seile von (4) die angedeuteten Operationen aheqfSdii so 

wird Termöge der Bedeutung Yon 0 



wonH j«D# vielftcbe, jnl alle, der Mhigiini k>^ + jr + s + ->^ 
santtgandettv peailivan |f, sldi besieheiide JaHegnUeo «of 

eine zweiladie, zwischen conslanlen Grinsen vorsonehmende» reda- 
sirt ist 

Man hann diese Theoreme noch dadurch etwas erweitern, dass 

man, wie ächou im §. 19, an die Stelle von x, ... seUU 

(~) , (y)*. ftmer ~, ~; flir /, »t, nnd aa, b^ß, 
Idr «t i^« otc- 80 erhall man 1. B. mr #X<)«s Omst wl tue (4): 
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a f aar dif . 



— + — + 



•idi die lutegratioam links auf alle diejenigen lediglich positiren 
dP, f , erstreclien, nelcfae der Bedingnng 



9 *■ 
y\* . /r 



GenAge leisten. Als spesieller Fall ist bemerfcenswerth /amanal, 
I»sfssr8sa5l, «sa^Bs^Bl, wobei wir nor eine dreUkche Ihce- 
gration yeranssetzen ; es wird nlndich 



r * 



8 J,; 



AI) 8 J /(* + ««l)(*+A^<)(i^+c»l) 



SübsUtuirt man die bekannten Werthe Ton r(|) und r(D, seUl 
ferner Ist^ und schreibt X*, »* für X, so wird 



JJJ (^^a^+^i^^)^ 
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wobei sieb links die Integralieiieii aiif «He die pesfÜTen ar, y, s be- 
lieben, welcbe der' Bedingung 

genügen. Die Formel (6) dieot übrigens unmittelbar zur LdsQng einer 
pbjfsikaliscben Aufgabe. Denkt man sich nämlich iwei conceatrisebe 
iiDd ibnli^e Ellipsoide, Ton deneit das eine die A«hse« «l, dL 
und das iwette gWieaere dSe itchsen a«, 6«, ot hat, so suid die 
Gleicbungen ihrer Oberflicben: 

»* = (f )' + (i)" + (t)' 

m 

"^•-e'+{i)*+(7)'' • 

* 

. Sind femer ^, jft ^ die^ Coordinalen irgend eines Punktes inner- 
balb der ?on beiden Etlipsoiden begränsten Schicht, so . ist dstlgds 
das entsprechende Tolumendement und, wenn J die Dichtigkeit im 
Pmikte xjrz beietcfanet, Jdx^di das Ma ssw Mle ment, Aeodert sich 
die Diditigkeit von Punkt tu Punkt, so misn d als Punktion fon 
^« ^> 2 gegeben sein, und das Binlbcbste ist, ^ als Funktion der Ent- 
fernung Q des Punktes xyt rom Mittelpunkte der Ellipsoide anioseben. 

Diese Entfernung wird bekanntlich durch / j-'' Hr ^ + ausgedrückt, 
so dass also 

euie bekannte Funktion sein muss. Nehmen wir beispielsweis 
J^fUf)^ ^« ^ r 

so dass also im Bfittelpunkte die Dichtigkeit \ stattfinden wflrde und 
f ^» 

sie Ton da an toach aussen au abuinmit, so ist jetst: 
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das MnsscnclcniciU der dlipsoidischen Schicht. Die ganze Masse der 
letzlcren erlialteii wir jetzt durch dreifache Integration dieses Aus- 
drurks, wobei sich aber die Integrationen nur auf alle diejenigen 
puMiivcn und negativen or, z beziehen dürfen, welche die Un* 
gleichung 

erMen, deon nur die der geDannten Bedingung genügendeo Coor^ 
dinaten geben EfemenCe im Innern der fragUclien ScbichC. Dehnen 

wir dagegen die Integrationen nnr auf alle positiven, die obige Un- 
gleichung; befriedigenden .r, z aus, so erhallen wir ofl'cnbar den 
zwischen den |>üsiliven Theileu der Cuordinatcnachscn hegenden üclanleii 
des in Rede stehenden Körpers. Hu i k urien wir nun die Forniel (6) 
in Anwendung brnigen und nehmen wir dann das Aciitfache davon, so 
ist Jetzt die Masae der ellipsoidiscben Schicht: 

Anabc 



und somit das Problem auf eine Quadratur zurüd&gei&brl. 

Bemerken swer Iii ist der Fall ^ = 0, wo die Diclilit;keil nadi der 
driih II l'ulen/. von nach Aussen zu abnimmt. Es wird dann sehr 
einlach die Masse 



Für X = (), x = 1 gicbt der obige Ausdruck die M i^t^e euies niil 
den Achsen a, 6, c beschnebenen EUipsoids, natürlich darf man in 
diesem Falle ^ nicht =0 setzen, weil sonst die Dictitigkcit im Mittel* 
punkte unendlich und folglich auch die Gesammtmasse unendlich wer- 
den wftrde. 

11' 



Digitized by Google 



170 



Cap. II. 



24. 

Nicht ohne Interesse ist vieUeidit das folgende Beispiel wegen der 
mehrfsdieren Rflcksichlen, die man Iiier tu nehmen hat. Es sei 
nämlich das irielfache Integral sa redntiren 

« = ///•• -^[O" + (f )' + (i)' + (7)'+ (») 

worin die Iniegralionen sich auf alle die wesentlidi positiven ^, 2; 
bexiehen mögen , die der Bedingung 

« > (f )' + + (t)' + tf)" + >^ 

Genüge leisten. Setzen wir sur Abkfirsong 

und stau F{t) das bestimmte Doppelintegral 

^ J eottudu J^F{t)eoivtdt 

welches für alle i^ir oder verschwindet , so tritt an die Steile 
der Gleichung 

die folgende 

•^"ff f- 

dxdydx^ -^J eatmdu J F{t)coButdt (3) 
wobei die Integrationen auf alle positiven ••• ausgedehm 
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worden sind. SUd dieses Integrales betracbten nv das nach- 
stehende 

S.^^fJ^ j „ dxdydz ..^ e"' du Fifycotuldi 

▼on welchem S den reellen Bestandlheü aiismacht. Durch Umkebning 
der Integralionsfolge wird nun 

a^^^ J Fit)dt ^ costudu J J J „e^'dxdydx.,, (4) 

nnd wenn man si^ an den Werth von t erinnert, so lerlaUt das 
fieirache nach z, genommene Integral in ein hioses Produkt 

aus den Faktoren 

deren WeHhe leicht auf folgende Weise zu finden sind. In dem aUge- 

ineioen lüeurenie 

welches in §. 16 milgelbcill worden isl, seUe man 



80 ergteht sich 



dx 

TV«' 
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indem man rechts «ine schon im ersten Theile diAser Scbrift fieifacb 
benuUte Formei in Anwendung bringt. Ist niiD n die AniaU der 
Variablen jf , . • . m wird das Produkt aus n Faktoren too obifer 
Fonn 

übe ... ,n J (t +«")' 
S 



wobei »ir AUiüminj 



„ ^ 2« 2/* iy 



geseliit worden ist l^acb Nr. (4) haben wir nun weiter 
und da i$ hiervon die reelle Partie ausoiaclii 



5 



oder kdrzer 



H 



wobei die Büdeulung von T durch die Gleidiun^ 
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UstimiDt wird. Es ist ann nichts leidUM* ab den Werth von T m 
finden; man bat nbnHch mvdrderst 



4 I 2 cot tu cus^ 4 1 2 cos tu siu qu ^ 

• '2 • Jt 



und für f^Q wiid mao liier 

^cottueotfu = eos{t-\rg)u + 

dagegen für ( < 

2 <»f (H cot fii as ooff(f-f 1)» + eos(9~l)ti 

setzen und dann die einzelnen Glieder nach den fflr lediglicfa posilive r 
gellenden Formeln 



cos ru , 7t r 

au = 



f 



smm , nr 

du = 



7" 2r(**)*iiii#«f 



uitegiirciK Man erhält so, ohne die mmdeste Schwierigkeil, 

r s 0 , mr I < ^ 



= 2ll£i; nr *>*. 

WoUen wir dicss in die Gleichung (6) suhsüluiren , so sind (!rci 
Fidle lu imlencheideii, ob nftmlich «>« ist, oder q zwiscUeu » 
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und X liflgi, oder endJich f ist Im ersten Falle hai man 
l^x um so mehr t<<ft milbio TssiO, und 

iS = 0, für ß>K (7) 

im «weilen terlege man das Intervall von ar bis herab su l In swei 
andere von » bis ^ und p bis 1; dann ist im ersten Intervalle f>>9 
und im iwciCen t^f« mithin vmchwindet der letttere Bestandtbeil 
des Integrales In (6) und es bleibt 



Ist codtich so ist wegen i>X um so mehr t>'^, 

folglich 

und so ist in jedem Falle das vielbche Integral (1) auf ein einfaches 
redusirt. 

Nehmen wir beispielsweis ns3, F(t)tBl, « = ls=0, so 
wird lur 

1 > (1)' + {-)' + (i)' + (|)' + (y)' + )' > • 

fJJdatd^ds^O, für 



*) Der dritte Fall ^<i., d. L 9<0, kann hier nicht eintreten, weil die 
Gleldnag utteier Flidie Ar aegalive a, 6, .. o, ^, die nfaelldie bleibt, 
wie fnr poiltive ITerthe dictcr GoDitaetm, ud Maa folglich a, s, .. 
ß, fj aar ab positiv «ad q daher aloht als aegaillv aasehea kaas. 
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und dies» ist ein Odant desjenigen Tohunens, welches von der durdi 
die Gleicbnog 

Ct)' + (1)* + (i)' + (7)' + (t)' + (f)' = ' 

chsrtkterisirten FUcbe nmsehloBsen wird. Fflr a=0, fi^O, yasO 
wird ^sO und man komml dann auf die Cubatar des ElUpsoids 
snrdcli. 



Ein paar andere RedoltUonen vielfacher Integrale ergeben sidi 

nach derselben MelhuUc aui lulgciide Weise. 

I* Sei snniebsl 

, 5 =5 ///.•« f^i^ + y + ..) dy .„ (I) 

und die Bedingung gestellt, dass die Integrationen sich auf alle die- 
jenigen posüiTen und negativen jr, erstrecken, welche der Un- 
gleichung 

g< IM 1^10. Bezeichnen wir wieder ^r + yi"** "lit so ist ganz 
ähnlich, wie frälier 

und da das leiste PoppeKntegral immer versdiwindet, wenn nicht 
M'^i^X ist, so k(&BneD whr jstst dio Integrationai nach «• 
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atti das lat«r?ali — oo bis «|> od ausdebneo. kebren wir sugleiob die 
Integralionsordnimg um, so mrd 



8=^J F(JL)dt f coitudm.,, 

— «e 

Vermöge des Werllies von s zcrlallt die viclXacbe IntegraUon uacb 
AT, jr, j, in das Produkt der iDtegrale 

e e f J e e ^ 

Es ist aber, wie man leicbt fibersiebt, 

e 0 dr =s J e eoiwdt = e 



— Ol 



und folglich wird das Produkt jener nach x, .. genouimcaeu 

Integrale 



d. i. wenn wir voi aussetzen, dass die Anzahl der Variablen x, ^, z, .. 
durch n ausgedrückt wird 

wo lur Abkfinuiig: 



Digitized by Google 



Die Fourier'äcbeu Integrale. 177 

»' = i + ^ + ^ + .^. • (3) 



sein möge. Die Gleichung (2) giebl dano: 



8 



Hier Usat sieb irieder die Integration aecb n «uslQhren und giebt 
folgUch, wenn wir die §rste und letzte Form von S vergleiclien, 



-1 , ) w 



2 



aß: 



wobei die Integrationen lioks eich auf alle die poeitiven und negativen » 
beziehen , fiir welche V + y + 91 ist 

Hau kann hieraus gleidi noch ein zweites bemerkenswerthes 
Theorem ableiten, worin statt der Ezponenlialgrdsse ein algebraischer 

Ausdruck Torkommt Schreibt man nämlich a/w, ß/ut^t für 

g 

a, ^, so tritt -7= an die SteUe von pimd es wird 

VW. • 



/// 



« « 



r, 



ScUSaUck, Asaljrt. SCiiAlMi. II* |2 
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Diese Gleichung werde mit 



f 9 dm 



muUiplizirl und zwischen den (.ranzen a»=sO, ö> = x integrirt. Auf 
der linken Seite ersdieint daim ausser den Integrationea nach o;, ^, z, 
noch die folgende 



/ 



0» e «Ii 



und auf der rechten Seite tritt zu der Integralion In Betog auf t noch 
diese hiniu 



/ 



0 + 



Wan gelangt so sn der Gldchnng 



JJJ . (1 + a*Ä* +/jy + ./ 



M*» 2^) 



a/^y.. f / n-i 

(1 + V) 
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die Bich 1a die folgende eleganle Gestalt bringen lissl: 



/// 



(5) 



wobei Q seine frühere, durch Nr. (3) festgestellte Bedeutung hat und 
hinsichtlich der positiven und negativen o., ^, .. die Bediuguug 
si^a;-i~9 + **^^ stattfinden niuss. 

IL Sei lilr ein sweites Beispiel 

worin sich die Integrationen, irie unter I., auf alle die positifen 
oder negativen s, erstredten sollen, welche der Ungleichung 

«>»d:4*3r + *«>^ Genfige leisten. Berflcksichtigt man, dass fDr 
dp +9 + der reelle Bestandlhdl von 

(Sc n 

1^ e'^'du F{t)ea$vtdt 

= F(t) oder = 0 ist, je nachdem s innerhalb oder ansserbalb des 
Intenralles l bis ir liegt, so kann man S als die reelle Partie Ton 

///• • U"'"'*' 

ansehen und hier die Integrationen von xsst^co bis 4rs: + «» 
jf V — 00 bis + «0 etc. ausdehnen. 
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Jlei gleiehieüigtr kmämai$ der iDtflgrUioaifelg» gdit da» tot- 
Btebeode lotiügral Ober in 

1 • — • 



Vermöge der Bedeutung von s reduziren sieb die Intc^alioiieD 
nach Xf I, auf das Produkt der Integrale 



/e'^* (Ix I djf 



und dieses Produkt ist 



n — •» ff — ^ ff — r« 
a fi r 



ff" _(a + /? + / + ..)« 



wo fi die Anzahl der Variablen o:, 2 bezeicbnet. Das vorige viel- 
fache Integral wird Jetzt 



•der wenn «ir AbkOrang 

« + + r + « ^ O) 

gesetasi wird 

»-1 



aßy..J^ ♦ 



9 
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Der reelle Tbeil hiervon würde 5 sein, da aber das Yorstebende 
Integra] gar keine imaginäre Partie besitzt, so isi 



Für alle Formeln tliesci l'aragraphen ist übrigens zu bemerken, 
Uass mau sie nicht in dem Faile, wo nur eine Variable Torkonimt« 
brauchen darf. Die Intcgratiooeu zwischen den Grflnzen — oo uud 
+ 00 setzen nämlich voraus, dass es auch uiuglicii sei .r, 
negativ zu nehmen, diess kann aber, wenn nur x allein vüilianden 
ist bei positiven \ und x, wegen der Bedingung m'^x'P'X nicht ge- 
sdldien. Natürlich veritiindcrt diese Beschränkung den Werth unserer 
Parmeln niebt, da mm aie fdr iml obaebiD nicbt beootsen wird. 



Die Integrale , welche wir bisher betrachtet haben , boten für die 
Anwendung des Fourier' sehen Tlicoreujes und der 1) i r i ch! e t'schcn 
Integrationsmethode den besonderen Yortiieil dar, dass die Grosse, 
welche in der Bedingungsungleicliung die mittelste Stelle einniniiDt« 
zugleich die Variable der willkühriichen , im Integrale vorkommenden 
FoolitioD ansmadit; dieser Umstand erlaubte den I^islcontinuitälsfaktor 
mit dem Doppelmtegrale, in welches die beliebige Fanktion Terwaadelt 
wird, tu TerscbmelseD. Findet dagegen jener gflnstigo Fall nicbt statt, 
so bedarf es ausser der Substitmion für die Firnktien nocb eines be- 
solideren Diskontinuitfltsfaktors, so dass also su den Torbandenen Inte* 
gratlonen nocb drei neue binsutreteiu Wir wdlen diess |tti dem fol- 
genden Beispiele zeigen. 

Es sei das XU redodrende n Variable entbaltende Integral: 
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mit der Eedingung gegeben, die Integrationen auf aUe diejenigen 
positiTen und negativen «» aoszadebnin, welche der Be- 



' > (^)' + (i)' + (7)* + > 0 



Genüge leisten. Bezeichnen wir hier « + jr + 1 + . . . mit 



(y) + (^} + (~) + ™it ußd erinnern uns, dass der 



c 

reelle Bestandlheil von 



s= 1 oder =0 ist , je nachdem « innerhalb oder aosserlialb des Inier- 
valles 0 bis 1 liegt, so können wir <S als die reelle Partie von 

ansehen und hier die Integrationen auf die Glänzen — x -f- ^ aus- 
dehnen. ?iadi Lmkehrung der Integraliousfolge wird das vorsiehende 
Integral 

Da sich liier die Int( i^i iitioncn nach .r, y, j, .. noch nicht aus- 
führen lassen, so benutzen wir noch die Formel 

* (Je 

^(^) = 5^/ du Je^"'^'^F(i)dt 
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wodurdi jeizt 6' die Form 



... f du f e"'^'^F(i)di 
anDimmt Durch Umkehniiig der Integraüonsordiiung wird incraus 



Seilt man Ar 0 und ff ihre Werthe, so «erlegt sich die viel- 
ftche Integratioo nach «, y, t, und das Produkt der nintegrale 



deren Werths leicht anzugeben sind; dieselben bdssen nioilich 
/ ^ » ~ >— « t • • • 

und ihr Produkt ist 



wobei inr Abkürzung 

^«=«* + 6^ + c* + ... (2) 
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goetii wurde. Durch SnbBtitirtioa jeoM WerÜMt frird nw' 




Die Amfaiiruiig der Integrationeii nach u verwanddi dieses dreir 
fache lalegrul iu das doppelte 




Die reelle Partie kiervoD ist 



m-9 




Der Werüj des nach (o gcnommencu iulegrales kann leicht dadurch 
eniwiclielt werden, dass man den Cosinus auflOsl und das Integral in 
vier andere xeriegt, deren Werth« nach den Formeln: 
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f 



sinkiü , nk^ ^ 

ata = 



/ 



Uta = 



bescimmbar und. Da hier al>er k als lediglich positiv vorausgesetst 
wird, so iniiss man die FftUe uDterscIieideii» Iq welcbeD ^ — -^ poeitir 

oder negativ ist, und im letsteren — (-^ — l) dafOr schreiben. Man 

fiiulot auf diese Weise ohne Schwieriglieit, dass der Werth des in 
Rede stehenden Integrales 



ist, je nadfdem positiv oder negativ ausfallt, oder was auf 

das NSmliebe hinauskommt, je nachdem t mnerhalb oder ausserhalb 
des Intervalles — r bis + r liegt 

Zerlegt man nun das nach 1 genommene Integral in drei andere 

von — 00 bis — r, — r bis + r, + r bis +00 

so ist im eriten und letzten Integrale ^ — ^ negativ und folglich 
verschwinden beide Integrale-, demnach bleibt blas das mittebte stdien, 

in welchem 1-^'^ positiv ist, und es wird , 



n 



Digitized by Google 



186 



Cap. D. 



IVO man noch l«srr selten kann. VeimSge des nrtpranglidien Werllies 
Yon S ersieht eich nun» dass für poiilife nnd negative, die Be- 
dingimg 

erfaUende dr« s, . . die Gleichung hestebt: 

/// 

Diese Formel löst unter Anderem die Aufgabe, die Masse eines 

dreiachsigen EIIi|isoids zu boslimiiu'n, in welchem die Dichligkcit von 
Punkt zu I'iiiikt veräüderlicli und zwar als Fuiiktion der Coordioatea- 
sumnie jener l'unkle gegeben ist. 



F(ri)(l— t*) dv. 



Von besonderem Interesse isf noch die Thatsache, dass sich durch 
einen sehr einradien Mechanismus aus jeder Ikduklioiisformel für ein 
vielfaches Iniegral eine unzählige Menge anderweiter Formeln derselben 
Art herleiten lassen, deren Allgemeinheit nicht geringer ist, als der 
bisher aufgestellten. Das VerfaUrea selbst wird aus der folgenden 
Eetracbtiing erhellen. 

Wir setzen voraus, man kenne den Werth eines vielfachen Inte- 
grales bereits, und es sei etwa 

17 = JJJ ,,Q>{x,y,s, ,.)dxd^di ... (1) 
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flierbei mdgen die IntegratioDen sich auf alle diefenigeii wesenüioh 
positiTeii y, 7 , . . beziehen , welche der Bedingung 

■ 

1 > ...) > 0 (2) 

genfigen, in derselben soll m eine wiUkfihrlicbe Gonslaote bezeichnen, 
von der wir jedoch voraussetzen, dass sie nicht in <Z> vorkomme. 
Vermöge des Diri chlet'schen Diskonlinuitätsfaktors sind wir be- 
rechtigt, das lotegral ala den reellen Bealandtbell dea folgenden 



jJJ »' TT J 



ond in dem lelstereB die Integrationen nach jr, anf daa Inter- 

vall 0 bis oo auaiudehnen« In so fem 17 von u abhängt — denn die 
letztere GrOaae biUI in (1) die Integrationagr&nzen bestimmen — so 
können wir aucb beideraeita nacb u diiforeniiren nnd Integriren, und 
ea wire z* B« 



dU r'' 
M ^ di( oder J ud^V 

olTenbai' gleich dem reellen Be&tanUlheilc vuu 



. . • — I « awi . 



Da sich aber die angedentete Dilferenziation und Integration nur 
anf u bezieht nnd diese Grftsse erst in dem naeb m genommenen Inte- 
grale vorkommt, ao ist der obige Aosdruck auch : 
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... — / «Ol I ua 9 

wobei wir das Doppelinlegrnl nach f< und w mil /i( bezeicboca wollen. 
Führen wir slaU u eiae neue Variable v der Art em, das» 

9(ti» 4?, ...) = « (3) 

80 ist oflfonbar umgekehrt auch u eine Funktion von v, clwa 

« = ^(». «,y, .,.) (4) 

wenn ferner % die Werthe c und m angenonunen hat, ist « ssa 9(<, 

und i;s^(i7,^,y» geworden. Das Doppelintegral B geht jclit in 

das folgende Ober: 

I o;, ..) c/e 



i£»«icla» I ^(«, a:, . .) I e*"' iiv 



Hiervon ist die reelle Partie, die wir allein hranchen 

>(«.•»•»#,..) 

, i^fi aw i2v . 



8 f r 

ff f '^^^^ I V 

tinadoi j vCf, ar, y, ..) 
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Zufolge des Fourier 'sehen Tbeoremes ist der Werth dieses 
Doppeliotegrales 

aas v^(l,;r,|f,..), weon ^(««dr,^,..) > 1 > 7(^>ar,af,^) 

= 0 t weun diese liedioguiig uichl erfüllt ist 

buiisiitiureu wir diess, so folgt jetzt 

wo für R entweder x^/i^^x^y^ .,) oder Null zu setzen ist, jc naclidetn 
die obengenanaie Bediogtmg erfÜUl oder nicht erfüllt ist. Denken wir 
uns das Integral nach o:, y,%, .» in seine Elemente zerlegt, so 
Bcheidei der Faktor M alle dicgenigen Elemente ani, für welche nicbt 
f(t, df, y«'..) ^ 1 ^ 9(7* 9f ttt* und wir können deomacb 
die Gleiebong 

J ud^U = JJJ * ^{P^t 3ft ^» ^.)da:dif .. (5) 

mii der fiedingong aubteUeo, daaa sich die Integrationen rechts nur 
auf die d?, beliehen aoUen, wdche der Üngleichnng 

9(«. ••) > 1 > fl>(i?» yt ..) (ö) 

GenOge leiaten. 

Mit welcher Leichtigkeit diaaes Theorem tu neuen und sehr allgo- 
meinen Reduktionaronnebi l&hrt, wird du folgende Beiapiel leigen« 
Wenn sich die Integrationen nach y, 2, auf alle poeitiven» der 

Bedingung 

»>f + i + T + ->" 

genügenden Werthe jener Variablen belieben, so ist 

JJJ ^ y ..ifarify .. ri^i^i^,.)'' * - 
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so wird 



JJJ* • ^ * y" ' * , . rfar ifjf & . • . 

r(i)r( «) ... / A") - 1 / / A«) - I x* 
r(i+/+m+..) V(ti)'-«^ V(«)-r "** 

und wena wir diess mit der fröheren Bezeichnung zusammen- 
haltoi woUmi, m nAssen wir die reobte Seite dieser GleiehuBg ü 
neniieii und 

y, ..) = + 4- ... == » 



seUeii. Daraus ergiebt sieb zuoacii&t 



und aaeli 11 selbst, wenn wir F die Urokebrong von f nennen, so 
dass ans einer Gleichung, wie /'(p) = 9, p=:F(q) Tolgi; es wird 
nämlicb 

«/V — «UP — /^y — 



/ ^ ^ — — , . . \ 



und diess ist zugleicb das frühere ^(v, o;, ..)* Vermöge dieses 

Wertbes nnd der Bedeutung to 
ergiebt sieb jeHt nach Nr. (6): 



Wertbes nnd der Bedeutung von ü und ..) ss a;' •» 
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III- 



0) 



wob^ sich die lotegrationen auf aUe diejenigen poaitiTen as, 

erstrecken, welche der Bedingung 



1 > + fMizfi. + 



I 



(8) 



Genüge leisten. Das Integral auf Uei linken Seile ist noch einer ein- 
fachen Transformation fähig; führen mr nämlicli stau u tiine neue 
Variable t der Art ein, dass f{u)s=:t, folglich nach der Bedeutung 
von F umgekehrt t(<=F(0 ist, so nimmt t die Werthe f(t) und f{rj) 
an, Venn u^§ und ttssiy geworden iat, and vir erhalten statt der 
linken Seite von (7) 



wobei K xv AbkArxmig dient, ntmlicb 



_ r(/) r(m) r(r,) . . . 



Die noch aosioilUurende Differenxiation nach < hat darchaos keine 
Schwierigkdten und wird sehr leicht, wenn man daxu die Formeln 
ämmmwtU» hcnntxt Nimmt muL nedi /(«)a3iX, Aid""»* mi X 
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imd X ganz beliebig siad, weil f and ^ ee waren, so gelangen wir 
lu der Gleidrang 



III 



(10) 

dt 



in welcher sidi die Integrationen links auf alle diejenigen wesentlich 
posiliren s, ... beliehen, welche der Ungleichung 

xzzi* + xznil + •.>!> + —1^ + '" 

Genüge leisten* Hier ist ein besonderer Fall noch bemerkenswerth; 
setxen wir nSniUch Xsl, »bsod, und nehmen an, dass Xsl^a, 

ebenso ß etc. sei , so ^ehl unsere Bedingung in 

«>>l>« + 3f + «+-- 

über, deren erster Theil von selbst erfüllt ist. Uechnen wir hierzu, 
dass wegen der positiven x, iouner J^ + yi"*«*^^ sein 

muss, so haben wir jetzt das Theorem 



(11) 



wobei a <^ 1 , // 1 , « . und hinsichllicli »ler auf blos positive Werlbe 
von o;, y, sich erstreckenden Integration die Bedingung 

1 > » + y + « + ... > 0 (12) 
erfiUlt sein nuss. Etwas allgwnehier wird dieses Theorem dadurch, 
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Pf " l tn 

cUfss man 4? , jf , . . . an die Stelle von or, ^f, ... ferner ^ , 

für m, .. und zur Abkürzung 

* = + ^ + ...-1 (13) 

P • ^ r 

»elzL £ä wird dauu 
t/t/t/ 1 — o: — « — ... 



wobei sich die Integrationeii links auf alle positiven, der Ungleichung 

1 > / + / + x** + ... > 0 (15) 

Genüge leistenden y, z, .. beziehen. Zu bemerken ist noch, dass 
man in dieser Formel F{t) nicht coiistanl nehmen dail, weil F{t) die 
Umkebruug einer anderen Funktion (/) war. 

Eine interessante Anwendiinj: der Formel (14) ist die Com- 
planation des dreiachsigen Eili^isoids, wenn man für dieselbe von der 
bekannten Formel 

S«yiallch« AMlyt Blodiaa. II. 13 
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ausgebt. Die GleicfauDg der Oberflädie dea Ellipsoids isl nämiich 

(t)' + (D* + (7)" - » 

und weDD man hier (^) und (^) entmckelt, so wird 



II» 



und hier müssen die Integralionen auf alle die positiven und negativen 
X und jr bezogen werden, welche der Bedingung 



erfüllen. Beschränken wir uns auf blo'? i>of;itive x und so erhallen 
wir den Octanten der OberflAche des EUipsoids. Ausserdem liönnen 
wir aar und 6y f3r « und jf setzen und zur Abkürzung 

1 i und 1 — s ml »* und 

bezeichnen, wo e und tj die beiden E.\ccnlricit2ten des Ellipsoids 
sind. Die ganze Oberfläche des in Rede stehenden Körpers wird 
jctzi durch 



8 



ausgedrAckl, wobei sich die Integrationen auf alle positiven, der Be- 
dingung 

1 > + > a 

unterworfenen x und y beziehen* Diese Integration ISsst sich nach 
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der Formd (15) auslührea, wenn man F(<) =3 /F, / s m as 1, 
= f/ =s 2 , assst*^ fisssiii* setzt und nur zwei Vaiubie zuläsflt. Der 
Werlb von M ist dann 



1 tni)r _ . 



und der tob ^:»0, miüiin die gesuchte Obeifllciie, 
8 



oder wann man I* für I setzt 



2» 



Hierbei muss noch *'<ll und ij'<ll sein (wie Irüher a und /?), 
was aber der Allgemeinheit keinen Eintrag tbut, da man mir für c die 
kleinste der drei Achsen des EUipsoids zu nehmen braucht, um so- 
gleich jene Bedingung zu erfülieu. 

Ueberbiicken wir am Schlüsse noch einmal die gewonnenen Re- 
sultate und beachten vonäglich die AUgemeioheit der Formen, durch 
die sie sich besonders auszeichnen, so kann wohl kein Zweifel daräber 
sain, dass hier noch ein grosses Faid der TbMigkeit gewandter Analy« 
tiker offen liegt H<(ge der geneigte Leser, welcher uns bis an diese 
Stelle zu folgen die Gflte gehabt hat, sidi rar Beaibeitung desselben 
aufgelegt Ahlen t 



« 
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Anhang 



Cm die numerische Berechnung derjenigen Integrale xu erleicfaiern, 
welche aof eine der transsccndentcn Funktionen Ei(x), Ci(x) nnd Si(x) 
führen (§. 21), tlit'ilcn wir ciuc von Ilerni Professor liretschn eider 
in Gotlia berechnete kleine Tafel dieser Transscendenten mit: 



X 


Ei{x) 


1 




1,89511 


78103 


55936 


2 


+ 


4 , 95423 


43560 


01890 


3 




9 , nm 


25706 


25416 


4 




19 , ü3ü87 


44700 


56220 


5 




40 , 18527 


53558 


03177 


6 


+ 


85 , 98976 


21424 


39204 


7 




191,50474 


33355 


01395 


, 8 


+ 


440,371>8U 


95348 


38208 


: 9 




1037 , 87829 


97170 


89587 


i 10 


+ 


2492,22897 


G2418 


77739 



75546 
16337 
55800 
02204 
45509 
80358 
95306 
99742 
f).)7;)7 
13844 



Ei{—x) 



0,21938 
0,04890 
0,01304 
0,00377 
0,00144 
0,00036 
0,0001! 
0,00003 
0,00001 
0,00000 



39343 

0r>107 

93524 
82955 

00824 

54817 

7r)(ir)r) 

244 1 3 
41569 



95520 
08001 
94197 
09848 
91257 
52162 
31010 
22843 
54178 
68929 



27307 
1 19.ir» 

03741 
90647 
32579 

65865 
33821 
92490 
00627 
68532 
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0,33740 
U,422'18 
0,ll«>(i2 
0,14098 
0,19002 
0,06805 
0,07669 
0,12243 
0,05534 
0,04545 



0(0!) 



39229 
08287 
97860 
16978 
07496 
72438 
52784 
38825 
75313 
64330 



00968 
74864 
08000 
86930 
56043 
93247 
82184 
32009 
33133 
04455 



13466 
99569 
32702 
41163 
87861 
12620 
51838 
55729 
60708 
37263 



1 




0,94608 


30703 


67183 


01494 


2 




1 ,60541 


20708 


02694 


84857 


3 


+ 


1,84865 


25279 


99468 


25639 


4 


+ 


1,75820 


31389 


49053 


05810 


5 


+ 


1 , 54993 


12449 


44674 


13727 


6 




1,42468 


75512 


80506 


53576 


7 




1,45469 


66142 


48093 


59061 


8 




) ,57418 


68217 


06942 


05208 


f) 




1 , 06504 


00758 


29602 


49510 


10 


+ 


1.65834 


75942 


18874 


04933 
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